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Continuité — Limites Résumé de cours 


Chapitre I 
Continuité et Limites 


I) Limites : 

Ш Théorèmes de comparaison : 

о, un réel fini ou infini, £ et /' deux réels. 

a) Si lim f(x) = +оо et f(x) < р(х) alors lim g(x)= +оо. 


b) Si lim f(x)=—% et f(x) > р(х) alors lim g(x)--o. 

c) Si | f(x) - #|< g(x) et lim а(х) = Oalors lim f(x) =. 

d) Si lim [(х)=/ = lim g(x) et f(x) < h(x) < р(х) alors lim h(x)=¿. 
e) Si lim g(x)= (', lim f(x)-4 et f(x) x g(x) alors £ € /'. 


li Limites d'une composée: 

a et D désignent des réels, ou + оо, ou – oo, 

À désigne un nombre réel, ou + о, ou — oo. 

Si lim f(x) = B et limg(y) 2A alors imgof(x)=X. 
yop xa 


E Asymptotes : 
e Si lim f(x) = £ (respectivement lim f(x) = 2) avec / (fini). 
Alors la droite d'équation у = est une asymptote à la courbe de f en 


+ oo (respectivement en — оо). 
e Si limf(x) = £o avec (a fini) alors la droite d'équation x =a est une 
xa 


asymptote à la courbe de f. 
e Si lim [f (х) — (ax + b)l- 0 (respectivement x — оо) alors la droite 


d'équation y 2 ax + b, est une asymptote à la courbe de f en + œ 


(respectivement en ~ oo ). 
ID) Continuité : 
Ш Définition : (Soit x, € D ; D est le domaine de définition de f). 


e f est continue en xg € lim f(x) = (х). 
X—Xg 


e f est continue à droite en x, €» lim f(x) «f(x,). 
ET 
e f est continue à gauche en x, © lim Ї(х):-41(Х,). 
‚ XX 


M Théorème: Si f est continue sur [а,Ь | alors f([a,b}) =[m, M] 





Continuité — Limites Résumé de cours 


Avec m la plus petite valeur prise par f(x) sur | а,р | et M la plus grande 












valeur prise par f(x) sur [a,b |. 





B Théorèmes : (Image d'un intervalle par une fonction continue). 


I f continue et strictement f continue et strictement 
croissante alors Ё(1) = décroissante alors f(I) = 
[a,b | | F(a), (Ы) | [£(b), f(a) | 


Ш 
Ш 


| lim f(x), (81 | f(a), limf GO [ 
Isi, т ail [lim f(x), Him ail 
[-=,+ [| limf(x),limf(x)[ Jlimf(x),limf(x)[ 


M Théorème des valeurs intermédiaires : 

e Si f est continue sur [a,b | alors pour tout réel À compris entre f(a) et 
f(b), il existe ce|a,b| tel que f(c) = А. 

e Conséquences : 

Si f continue sur [а,Ь | et #(а): f(b) <0 alors il existe ce [a,b | tel que 
f(c) 20. 

Remarque : Si f est strictement monotone alors l'équation f(x) = À admet une 
seule solution. 

Ш Composée de deux fonctions continues : 


e Si f est continue en x, et g est continue en f(x,)alors gof est continue 

















en Xg. 





e Sif est continue sur un intervalle IC R et g continue sur un 
intervalle J tel que f(I) cJ alors gef est continue sur I. 






e Conséquences : 
Si f est continue sur I et pour tout x eI, #(х) 2 0 







Alors Jf est continue sur І. 
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Réflexes : 


Résumé de cours 


Déterminer la limite d'une fonction f 


en a réel ou infini. 


Justifier q'une équation f(x) = k 
admet au moins une solution sur 


[a, b] 


Dénombrer les solutions d'une 
équation f(x) = К. 


On peut essayer dans l'ordre. 

* on utilise les régles opératoires 
relatives au somme, produit, 
quotient, ou théoréme des 
fonctions composées ou théoréme 
polynóme ou rationnelles à l'infini 
ou les limites 1suelles 
trigonométrique 

* 51 on a toujours une forme 
indéterminée on cherche à 
transformer l’écriture de f en 
factorisant et en simplifiant. 

* S'il y a des racines carrées on 
peut utiliser l’expression 
conjuguée. 


* Si on a la forme Соп реш 


utiliser le nombre dérivé. 

* On utilise les théorémes de 
comparaisons. 

On peut utiliser le théoréme des 
valeurs intermédiaire. 

S1 f est strictement monotone la 
solution est unique 

Dans certain cas particulier on peut 
résoudre (second degrés) 
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ENONCES 


Ni 1) Calculer les limites suivantes : 


a) Шил : b) lim ух? »x-Nx?-1 


4 
с) jg DE E ; d) lim Мх + 4x —Ух 
X +00 
A Calculer les limites suivantes : 
Jx*1 


2- she] 
a)lim b) ша №2. 
хәз 2x-6 x22 x-2 
Soit g la fonction définie sur IR par р(х) =4/4x°-x+1 . 


E, im £9 
Se 


Déterminer : a) lim g(x) et lim g(x). b)lim=— 


Soit f la fonction définie par f(x) 2 x^ + M -1. 


a) Calculer lim f(x). Interpréter géométriquement le résultat. 
X—>+00 


b) En déduire lim (Vx? +1+ x° —1) sin (х -1-4х7-1) 


X—>+00 


с) lim g(x) - 2x. 


Déterminer les limites suivantes : 


m A . Sin3x-sinx . T-X 
a)limx^ sin— b)lim— —— —— c)limcos 
+оо Х 0 Х 0 2 + 








1. | e)lim Vx 25 f) lim шим 
TT. 0 X 


d)lim | 

+ Х х-э сс X 
Vd Démontrer que N xl Ух < 
2) En déduire lim x +1 — Jx). 


3) Déterminer un réel positif A tel que, pour tout x € IR, 


si x > A alors x +1 - x|«10?. 


V 1) Montrer que pour tout x e IR, six 21, alors : Ge Eos 
2 x+] 


2) En utilisant les théorémes de comparaison, en déduire que : 


pour tout xe R `. 








Continuité — Limites Enoncés 





а ;Ь) im— 
ro x+l +® Ax (x +1) 
Soit (x) une fonction définie sur [1 + co | et vérifiant 


1-х ф(х)<2=х°, 


Calculer lim ф(х) ; lim ———— P — P (ne IN°) 
N ]) Trouver deux réels m et M tels que : m < SE «M 
3 — sin x 


PNE ЭР | | Х X + Sin X 
2) En déduire les limites suivantes ` lim ————— et lim ————— 
x+0 3 -sinx x—+ 3 — sIn X 


4 3 
К f définie par f (х) po E avec a et b, deux réels. 
(x - 1) (x - 2) 


1) Déterminer les valeurs de a et b, pour que limf (x) = 3 et limf (x) = 
x1 x2 
2) Pour les valeurs de a et b, trouver : 
a) Montrer que pour tout x EIR - {1,2} ; f(x)=x?+x+1 


b) Retrouver alors la limite de f en 1 et en 2. 
c) Peut on prolonger f par continuité? 


NY Indiquer la bonne réponse sans justification : 
1) f(x) = Vx six e [0,4]. 
f(x) = à si x є ]4,8] 
f est continue sur [0,8] lorsque À est 
[а] égale à 4 [b] égale à 2 égale à 0 
2) L'équation x° + 2x — 7 = 0 admet 
al une unique solution dans IR il deux solutions exactement dans IR 


Trois solutions distinctes 





3) f(x) = si x > I 


x-1 
4x -1 
х) =x- si x < 1 alors 
la] f est prolongeable par continuité en 1 


Ы f n'est prolongeable par continuité en 1 


el lim 1(Хү55:4: 


Continuite — Limites Enoncés 


Vrai — Faux 
Justifier votre réponse. 
1) Soit f une fonction strictement décroissante sur l'intervalle [0,1] 
tel que f(0) 2 2 
a) Si f est continue sur [0,1], alors pour tout réel k l'équation f(x) = k admet 
une unique solution dans [0,1]. 
b) Si f(1) «0 alors f(x) = 0 admet une unique solution dans [0,1] 
c) Si f est continue sur [0,1] alors l'équation f(x) = 0 peut avoir deux 
solutions [0,1] 
d) Si f est dérivable sur [0,1] et f(1) = -2 alors il existe un unique réel o tel 
que Ко) = 0 
2) Soit g un fonction dont le tableau de variations est : 





a) L'équation f(x) = 1 admet une unique solution 
b) L'équation f(x) = - 3 admet une unique solution 
c) L'image de ]0,4] est [0,+co[ 

d) Le signe de f est : 





X — COS X 
1) Montrer que pour tout хє |1, Acel : 
Vx?-2x+2-1 Мх? -2x 2-1 


1 
< #(х)< 
х +1 o x-1 


2) Déterminer lim f(x). 


J1* x - 
f est la fonction définie sur D= [-1,0 [U 10,+c0 | par f(x) = SIE 
X 


] 
a) Montrer que pour tout x de D, f(x) = ———— 
xxl 


b) Etudier la limite de f en О. 
с) La fonction f est telle prolongeable par continuité еп 0 ? Si oui défini 
ce prolongement. 
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Déterminer dans chaque cas le domaine de continuité des fonctions 
h=foget k=gof. 


a) f(x) 2 V4— x^ et в) = 
X — 
5) f(x) = Vx et g(x)-sinx 


| 2 
16 Soit la fonction numérique définie sur. [1,+ oo | par f(x) = E | 


2х 





1) Déterminer le domaine de continuité de f. 
2) Montrer que pour tout x »1on a: 0«1(х) <= ; 


3) Soit la fonction g(x) = cotg (лЇ(х)). 
a) Etudier la continuité de g sur ji, + 00 [. 
b) Calculer lim g(x) ; lim g(x). 
x1* X— +00 


9x? 





N f la fonction définie sur IR ` par f(x)= 2x + 


a) Etudier la continuité de f en 0 
b) Peut-on prolonger f par continuité en 0. 


Vo - 27. 
Х-1 


1) Dresser le tableau de variation de f. 
2) Déterminer f([2, 3]) ; #01, 4]) ; f(] ә, 1D. 


Мон f la fonction numérique de la variable x définie 


par f(x) = 4x" -3x e 


sent Ll. d ll. 
1) Calculer f( Diff ro 


En déduire que l'équation. f(x) = 0 admet trois racines distinctes dans 1-11 | 
et encadrer chacune de ces racines dans un intervalle. 
2) Calculer sin3t en fonction de sint. 

En posons х =sint dans l'équation f(x) = 0, déduire les racines de cette 


Equation sous forme trigonométrique. 


ç On considère f(x) = x (x? — 6x + 1) définie sur IR. 


1) Déterminer la fonction Р puis f” 
2) Démontrer que l'équation 4x° — 12x + 1 = 0 admet exactement trois 
solutions. 
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En donner un encadrement d'amplitude 107. 
3) En déduire le signe de la fonction f? puis Је tableau de variation de f. 
4) Conclure le nombre de solution de l'équation x(x? — 6x +1)=-1 


NO i la fonction définie par f(x) = x Vx +3 


1) Déterminer le tableau de variation de f. 

2) En déduire que l'équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admettent chacune une seule 
solution. 
On donnera un encadrement d' amplitude 107. 

3) Déterminer l'ensemble des valeurs du paramétre m pour les quelles 


l'équation xv x 3 + m/m +3 = 1 admet une unique solution réelle. 
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CORRIGES 


VS a)f(x)- ыы au voisinage de 2, f(x) se présente sous la 
x+] —3 


P ‚‚ 0 
forme indéterminée "x 


Gex + 2)(х e c 2) Мах +1 +3) 
(4x – 8) (Vx +2 + x) D NC nm CM 

(x +1)(У4х +1 +3) 

С дУх+2+ху | 

lim(x +1) (V4x +1+3)=3х6=18 et lim4( x + 2 + x) -16. 


Alors lim f(x) = 2 ea 
16 8 


b)f(x)=Vx” +x -Nx^ —1 au voisinage de — оо, f(x) se présente sous la 
forme indéterminée + оо — оо. 


(x^ +x - x° —1)(Vx? +x - 4x? -1) 
x^ +x e Nx! —1 


x +] _ x+] 
| 2 | 2 
х +х+ух -l wl. w(i- 
Х X 
pour x «0 опа үх? = |х| = -x d’où pour tout x <0, 
Ї 
шээг ch ЇН 
EE 
SE Eer EIST dell 
X x 
Comme lim 1+2=1 et lim LEN 


On peut écrire f(x) = 


Soit f(x) = 


On peut écrire f(x) = 


soit f(x) = 


pour x #0 


Continuité — Limites Solutions 


donc lim f(x)- ` 


E LT 


xe] 


c)f(x)- 


Ta {F5 
шиг 


Pour tout x > 0 on a : f(x) = 


| 2 


1+ 
d'où Tissen 
х1- 


lim Bes et lim x i-em donc lim f(x) =0. 
X—>+00 Х X—>+00 Х X—>+00 
у(х) = x + x —-/х 

(х + Jx -4х)(үх + x +Vx) 


x^ 


Ї 
SE 


" 


RES 


(үх + Jx + Jx) 
ГИС. СИРНЕ. 2012 482 
x Nx + ух du Je ^ eR 
Фой f(x)- : 


l 
RS À 
{ vx | 
| Ї | 1 
Comme lim .[1+—— +1=2 donc lim оез 


X — +00 Jx 
2-Jx-Fl 
хүл f(x) . , au voisinage de 3, f(x) se présente sous la forme 


X- 

2- |x +1 24- 4x41 
indéterminée . On peut écrire f(x) LQO-NXT DO tyxtl) 
0 2(x -3)0 + Jx +1) 
f(x) = -(Х-3) 


2(x-3)(2+./x+1 enorm 345m D 
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. Е! 
Lorsque x tend vers 3, cette expression а pour ЗИМ 206 





, au voisinage de 2, р(х) se présente sous la forme 


, H ^ 0 ^ . 
и . On peut écrire : 


ше DAP. с NR НА 
(х-2)(/х-141) — (-2) x -1--1) m 


1 1 
D'oülime(x)=lim—— =. 

mg(x)=lir SEN 
Ni * lim4x? -x +1=lim4x? =+% et lim Vx =+% donc limg(x)=+ оо. 


* De méme en +%, lim g(x)=+ оо. 
+20 


b)s00= x (4-—+—у)=|х i 
de A 
Эн ис "ur zl A. 


X 


Pour x > 0, 857 


aiuta donc lim Ë = )- 


us X X 


IMS dou im EX = 2 
Х хоо 


c) g(x) — 2x =4/4x°-x+1-2x, en + oo cette expression se présente sous la forme 


indéterminée +00 -oo, 


Ре Lene a Мак? -х+1+2х)_ EE 422 
(ax -x+1+2x] J4x^ -х+1+2х 


1 
х(-1+—) 
-x + | 
шоо 2201 02250210 ОТ x>0 donc x] = 


(4х? -х+1+2х x Иа ass 
X X 
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лэг 


D'oü g(x) -2x A————É == 
Dom) 
x 


Le numérateur tend vers -1, le dénominateur tend vers 4 
BS 1 
D'oulimg(x)-2x 7--. 
+00 À 


N "КЕ г +1-Ух® рах e exa —1) _ 2 
у күк e PEE Ж 1 


пух? +1 = +оо et limVx?^ —1 = +оо 


Alors limf(x) = 0 
D'oü la courbe de f admet une asymptote d'équation y = 0 au voisinage de 


+00. 


b) lim (Vx? «14 x? —1)sin(f(x)) 


- lim (х)-(Ух2-144х2-1) — 
+оо Х 


ЭН 072 car lim f(x)-0 et lim nns 
X-3-Fo0 Xo0 X 





-1 





= |1012: 
+00 Ї(х 


. 1 ” . a H z H / 
х x^sin— se présente au voisinage de +оо sous la forme indéterminée ` 
X 


oox 0, сей donc lim Еб 











+0 X X — +0 X 
1 
si( — 4) 1 sinx 
Mais опа: x^sin(—)-x. or lim —=0 et lim—— -1. 
Х Х-» to X x0 X 
X 
p. s] | 
sin — sin — 
Donc lim ——-1 d'où lim x——&=+oo. 
X —> + 00 xto 
x Х 
. Sin3x-sinx . Sin3x sinx 
bi Dm — —— - lim — — -—— 3-122. 
0 X 0 X X 








. T-X T | Л | T-X 
c) lim =— et lim cosx =cos—=0 donc lim cos =0. 
0 ZT 2 кэз 2 0 2: X 
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. mx-1 EE ЧИ | RX-X 
d) lim = et limsinx = 0 donc limsin =0. 
+00 x+? хл to x+? 








e)Ona: “эсэгэ on multiple par un réel positif Vx . 
X 
D'oü E m X comme lim x =0 et lim-Jx =0 
Х х-» 
Donc lim Vx cos —=0 
Х 


gäe , шал 
f) Опа: —1<51пх<1 donc en multipliant par un réel positif — . 
X 


1 smx.l le. 1 . Sinx 
Опа: -—< <— comme lim— bm - —-0 donc lim —— - 0. 
X X X T0 X +20 Х +00 Х 


. (x +1 x) (x 1 x) 
us 4х-1-4х- то 


1 
Ak ea 
Pour x>0 ona x +1>x donc Мх +1>./х 


D'où meis JEF Sp 


Par suite —————— 
ALES “Ур 
a: үх + -4x 20 donc Nx e 1- Mx = xc _ x 


On a donc prouvé que x 41- JN « 











2) On sait que pour tout х»0 on alx +1 SÉ < LZ 
| X 


-0 donc limvVx+1-—x-0. 





+00 E 





3) Pour que Мхэл -4x|«10? 1l suffit que 2107 
24Х 
Райан г2:0-227-2240” ANNAM UON 


SE « 
ou encore x > 250000. 


Si x > 250000 alors Мх+ leit? 
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Solutions 
Vas Il suffit ? calculer : 
А dsl 
"TU x«l E 2 | 2(x +1) 
e Si x>1 alors x - 1» 0 donc z. <0 on en déduit que <] 
+] X + 
e Si х>] alors x -120 et x+1>0 d’où = > 
2(x +1) 
PONE loud X 
on en déduit que 2— d’où —< SlLvxzl 
+1 2 2 x+] 
2) a) Pour ОРЕ <1 et Vx >0 
2 х+1 
d EE 
2 x«l 
à l'aide de l'inégalité Se Заг de e Кыды 





TE . XV Xx 
on en déduit que lim 
+o X +] 


~= slet үх >0 


= +00 





5) Puisque on a : < 





Alors —— E EH 
WES keen (x +1) ы 
Comme lim = lim — =0 alors lim———— 
+00 CS 


SE ыг шон 
М/-шо «x? q(x) x2- x^ or x? >0. 


d'où — -1«9(x) «2-1 
X X 


et анж -Їйл-2--1 donc lim ф(х) = = 
+00 x TO X 


e [imo(x) -— 


Si n est paire alors lim|o(x)]" =1 d’où lim? = 
4 “5 [oco] 
Si n est impaire alors іт | (х) =-1 d’où lim — ——— 
+00 > Їр J 
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Continuité — Limites Solutions 


М On sait que —] <sin x <1 ou encore- 1 < -sin x <1, en ajoutant 3 on 


obtient : 2 < 3 — sin x € 4 donc Bn EH 
2 3-sinx 4 
On choisit ns et Ме. 
4 2 
] 1 1 m 
2)eOna: —€ ———— en multipliant par x > 0 
4 3-—snx 2 
d’où RL comme lim = +оо d’où lim— ао 
4 3-snx 2 ze Д +0 3— sinx 


e On sait que — 1 <sin x <1 
D'où x-1<snx+x<x+l 
Quand x tend vers + о alors x - 150 et x+1>0 
| 1 1 1 
x—l<sinx+x<x+l et —<—— < — 
3-snx 2 
Tous les membres sont positifs, on multiplie alors membre à membre, 


| X-] sinx+x x+l 
On obtient : S < — < 








3-sinx 2 


. x-1 , à + 8П0Х-Х 
Comme lim = +оо 000 lim— = + 


+ Д +9 3 — 510 X | 
N т Im x^-2x/-axtb-atb-l et lim (х-1)(х-2)=0 


alors lim f(x) est finie que lorsquea+b-1 = 0, soit a =1-b. 





* lim x°-2x°+ax+b=2a+b et lim(x-1)(x-2) = 0 

alors lim f(x) est finie que lorsque2a*tb = 0 

or a-1-b d'où 2-2b+b=0 ou encore b = 2 et a = -1. 
x°-2x°-x+2 

(х-1)(х-2) - 

On remarque que : 1-2.1-142-06е1:2-22-2-2-0 
Donc 1 et 2 sont des racines de x°-2x°-x + 2. 

xt- 2x°- x + 2 = (x - D(x - 2)(cx^ d x +e) 

= (x^- Зх + 2) (cx“+ d x + e) 

= cxf + (d - Зс) x? + (e + 2c - 3d) x? + (-3e 42d) x + 2e. 

Par indentification, on obtient : 
c=letd-3c=-2ete+2c-3d=0 et -3e+2d=-1 et 2е=2 
<, c=] et e=1 et d=1 | 
2 

Par suite, Кху- 102200 +1) лүү 


(x-1)(x-2) 


2) a) f(x) 


19 


Continuité — Limites Solutions 
b) limf =limx”+x+1=3 
xol x1 


lim f(x) = lim x” +x+1=7 


x2 


f est une fonction rationnelle donc continue sur D;= IR-(1,2) 
comme mf =3 , limf = 7 


x-1 


Alors on peut prolonger f par continuité il suffit de choisir la fonction g 
g(x) = f(x) si x e IR (1,2) 
Définie sur IR par : 4 g(1) =3 


g2) - 7 
N l 1) La réponse est b 2) La réponse est lal 3) La réponse est b 


1) a) Faux : f strictement décroissante sur [0, 1] et КО) = 2 donc f(x) < 2 
Si k = 3 alors f(x) = 3 n'admet pas de solution. 
b) Faux : f(1) < 0 et f(0) = 2 > Oetfest strictement décroissante mais f n'est 
pas continue alors f(x) = О peut ne pas avoir des solutions. 
c) Faux : f est continue et croissante donc f(x) = 0 admet au plus une 
solution. 
d) Vrai : Si f est dérivable sur [0, 1] alors f est continue sur (0, 1] 
(О) x f(1) = -2 x 2 < О et f strictement décroissante. 
donc il existe un seul oe (0, 1] tel que Ќо) = 0 
2) а) Faux: f(x) = 1 a deux solution l'une dans JO, 2] et l'autre dans [2, +о[ 
b) Faux : f(x) = -3 a deux solution l’une est 2 et l'autre dans ]-2, 0] 
c) Faux : f(]0, 4]) = [-3, +о[ 510, +co[ 
d) Vrai: car x < -2 on a f est croissante alors f(x) > f(-2) = 0 donc f(x) > 0 
de méme pour ces autre intervalles. 
l)e On a: VxeR,-1<cosx <1 ou encore —1 < —cosx <] 
d'oüx —1<x-—cosx <x+1 
Pour x»lona x-1»50,x-cosx»0 et x +] > 0 


] 1 I 
donc < —— < 
x-l x-cosx Х-1 


e x^ -2x - 2 (x -)* +1 


pour х>1 alors (x - D^ +1>1 d’où үх? -2x+2>1 


par suite vy x^ -2x +2 -1»0 
xo 20:62:11 4825: e Ово 
SE 


x +1 X — COS X Х-1 








Чопс 
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Continuité — Limites Solutlons 


(1) 


х +1 i x -1 
(275 2848-31-20 
D ni ы li or x > 0 
+o x+] +00 x +1 
1-2-5 12.2 1 
X R R I X x^ X 
= lim = lim =] 
+00 1 Ae l 
ЦЭ Is 
X X 


Cer 
5 tee 
Vx°-2x+2-1 , X X X , 


et lim ————— = lim 
+00 wal +оо 1 


etona (1) d'oü limf(x) =1. 


NU y оу MEC a D (Vlex-D ex +1) 
р x(V1Ex+1) 
Jox To Lx A 1 


-— Ure Axel 


- 


b) lim f(x) = lim 


v0 Tu 


8) lim nai alors f est prolongeable par continuité en 0 il suffit de choisir 





g définie sur [-1,+c0[ par : g(x) = f(x) si x 0 et g(0) = — 


NS f(x)=V4-x? et Df = хе R telque4 - x? >0}=[- 2,2] 


— et Dg- R M3]. 





gx) = 
X 

e x |——.4 – x? continue et positive sur |- 2, 2] donc f est continue 

sur É 2, 2| | 

e g est rationnelle donc continue sur JR \ {3}. 

soit D le domaine de continuité de h est l'ensemble des хє IR ^ {3} 

tel que g(x) € [- 2 2| 
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Continuite — Limites Solutions 























| ] 
egene uu. Eco ES 2220-2223 
x — 3 х — 3 x — 3 
ou encore 55 520 ¿pas Соло 
— — 5 
К у аА ж ue 





d'op D = L e Up. oo | 
soit D' le domaine de continuité de k c'est l'ensemble des x e |- 2, 2| tel 
que f(x) e IR ^ {3}. 
f(x) 2-3 «ё»/4-х2-3с4-х2-9 e x? =-5 impossible 
doncf(x)z3. 
On en déduit que D'- [- 2,2]. 
b)f(x)- Ух est continue sur [0, + oo 
g(x)-sinx est continue sur JR. 
D le domaine de continuité de h c'est l'ensemble des x € IR. tel que 
g(x) elt, + el. 
g(x)20 © sinxz0o x € [2kn, x + 2kr] , kez 
Фой D= ka Лл + 2kn] 


keZ 
D' le domaine de continuité de k c’est l'ensemble des x є lo, + o tel 
que f(x)eR. 


d’où р'= |0, + ә]. 
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Continuité — Limites Solutions 


T 1) x> x^ —1 et continue et positif sur (1, + o| 


donc x I—— X x^ – 1 est continue sur [1, + o| 


1 | : 
X pc rationnelle continue sur IR donc sur H F o| 
Х 


on en déduit que f est continue sur. |, + о. 
2) Pour х>1 опа 2х>0 et үх? -1>0 d’où f(x) >0 


n E Ух?-1-х (Wx'-1-X3)Ux -14X). -1 


GE e «0 
2X 2 2x 2х(үх2-1-х) 2х(4х2-1-х) 
car: pour х>1 ona 2x >Ü et x^ -1+x>0. 
x^-1 1 
ёо. 
2 
3) x > сої gx est continue sur IR \ fkr; k e Z}. 


fest continue sur. [1,+ oo| et лЇ(х)є Ж \ ka. ke 2}. 





On en déduit que 


Comme 0 < f(x) <= alors 0 < nf(x) < 


d'où Vx є LA o опа л (х) = Кл, kez 
On en déduit que g est continue sur. fl, + oo|. 


4) limf(x) -0* alors lim соїр(лх) =+% . 
ы х-»0" 
car limcoszx =1 et limsinnx =0* d’où limg(x) = co 
0” 0” is 


ELS 


2 
Х 


limf(x) = lim — == et lim cotg (nx)=0 
2 


d’où limg(x) 20. 


ху» Опа: У9х° =3|x| 


2 
f(x)- Эх 4 Ух _ 2x ,3lxl 
X X 
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Continuité — Limites Solutions 


lim f(x)- lim 2x а x >0 |ҳ|=х) 
x—0` x 


x— 0° 


=n 2x 093-3 


x—0 


lim f(x)= lim iiem (car x € 0 2 [x| x) 
х-»0” Х 


х- 0 
—]im 2x-3 =-3 donc lim f x lim f 
x— 0 x—0* x20 


d'ou f n'a pas de limite en O par suite f n'est pas continue en O. 
b) On ne peut pas prolonger f par continuité car lim f n'existe pas. 
Х-» 


М, i; 2 


Х-1 





f est une fonction rationnelle donc continue dérivable sur IR V (1): 

2(x-1)-(2x *1) -3 
х4у — (-D* 

lim {х)=2 = lim f(x) lim f(x) =+ co; lim f(x)=— oo 


Ё (х) = <0; 





2) * f est continue strictement décroissante sur [2, 3] et ]1, 4] et ]-oo, If. 
Donc f([2, 3]) = [f(3), f(2)] et f(]1, 4]) = [f(4), lim f(x)[ 
: 


Or Ц3)--:42)-5:44)-3 lim fG) +0: [2,3]-L7,5] et f£(]1,4]) = [3,+001. 
* EC 7 95,1) — ]lm foo, lim f(x)[ - ] - eo, 2. 


NACRE 1 41082 


Comme f(-1)-f(1) < Oet f est continue sur R alors il existe des solutions 
L Lil Tel quef(x) 20. 


f est continue sur - г L 
f(—1): 1-3 «0 
2 


: E 1 | VEMM | | 
de même sur REH et sur 2 donc il existe trois solutions 


— ilexistex, e Lal ares) -0 
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x e H-H, Xo 625] et X4 e Ea de l'équation f(x)=0. 
2)sin3t —sin(t + 2t) = sintcos2t + costsin 2t 
= sin t(1 — 2sin? t) + 2cos* tsint 
= sint — 2sin? 1+ 2(1— sin* t)sint 
—sin t — 2sin? t + 2sint — 2sin? t = Asin? t - 3sint. 


On a sin3t = —4sin? t + 3sint et on pose x —sint, хее 


| | 1 
on obtient 4x° — 3x + sin3t =0 Donc sin3t =, 


équivaut à E Ou EE kez 


п 2kr 5л 2Кт 
ou encore t = — -—— ou t- — 4 ——; kez 
3 18 3 
. TT | ‚ ST 
X, =—sSin— , x, =sin— , X, =sin— 
18 18 18 


NO, f est une fonction polynôme donc dérivable 2 fois sur IR, 
f(x) = х? — 6x2 + x alors f'(x) = 4x? - 12x + 1 et f(x) = 12x2 - 12 





D’après le tableau , Р s'annule exactement trois fois. 
L'équation 4x? — 12x + 1 = 0 admet donc 3 solutions a, b et c avec 
-18<a<-1,7 :0«8Б«0,1 :1,6«с«1,7 





f(a) = -10 ; f(b) = 0 et f(c) = -7 
4) x(x? - 6x + 1) = -1 e f(x) = -1 
* f continue est strictement N sur ]-œ , a] et f(a) = -10 
— П existe un seul o є ]-oo , a] tel que (0) = -1 
De méme pour les autres intervalles 
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Continuité — Limites Solutions 


On conclu que f(x) = -1 admet exactement 4 solutions une dans chaque 
intervalle. |-оо ,а [; |а, Ы; Ib, с; ]c,+co[ 


NY» f est dérivable sur 1-3,4с0| et f (x) = 3x t: +2) 
| 2/х +3 





2) Sur ]-3,-2] f est continue et strictement N 
Donc f(]-3,-2]) = [-2,0[or 1 et 3 g [-2,0[ 
donc f(x) = 1 et f(x) = 3 n'admet pas de solution sur [-3,-2] 
Sur [-2,+00[ f continue et strictement croissante 
f([-2,4-o0[) = [-2,+co[ or 1 et 3 є1-2,460| 
donc les équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admet une seule solution alors [-3,+c01. 
*f(x)=1 < x=a et0,53«a«0,54 
*f(x)=3<, x=b etl,42«b« 1,43 
3)xVx+3 + тут +3 = 
вээ гын мезг 


<= f(x) = К avec k= 1 -m үт+3 = 1 - f(m) 
f(x) = k admet une unique solution réelle si et seulement si k > 0. 
k»0o1-f(m)»50-of(m)«1« m e [-3,а[. 
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Dérivabilité Résumé de cours 
Chapitre II 
Dérivabilité 
I) Dérivabilité : 


f 2 
ш Définition : f est dérivable en x, €» lim 15169) 
X— Xo X — Xo 


= { (fini) 


et í s'appelle le nombre dérivé de f en x, noté : (х=. 
Ш Théorème : 

51 f est dérivable et strictement positive sur un intervalle I de IR 

li Dérivées usuelles : 


Alors Vf est dérivable sur I et (Vf E E | 
2 


Domaine 
Fonction Domaine de définition Dérivée de 
dérivabilité 


x a 
(a est 
constante) 


A 
* 
IR, 
X 


х |— -asin (ax + b) 


x [> cot g (ax + b) 1 = [x € R telque ax +b # krk e ZJ 2 
x l> -a(l +cotg (ax + b) 1 


M Théorèmes de dérivation : 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur I, I intervalle de IR, AER. 
Les fonctions suivantes sont dérivables sur I et le tableau donne l'expression 





ZI 


Dérivabilité Résumé de cours 


des dérivées. 


Fonction Fonction dérivée 
f 
1 


СУ бу 
1 dé 
V v? 
(V ne s’annule pas sur I) 
U'V-V'U 
v? 
ll Dérivée d'une fonction composée : 
Soit U dérivable sur I, V dérivable sur J et pour tout x e I, f(x) € J 
alors У о U est dérivable sur I et (V o U)'Z U'x(V'eU). 
II) Accroissements finis. 
M Théorèmes des accroissements finis : 
Si f une fonction continue sur | a,b | (a <b) et dérivable sur Ja,b |. Alors il 
f(b) — а) 
b-a 


existe au moins un réel c el a,b [ tel que f'(c) = 


M Inégalités des accroissements finis : 
ө Si f est dérivable sur un intervalle I et s'il existe deux réels m et M tels 
que pour tout xe I, т< f'(x) M Alors 


f(b) (а) M 
р-а 
e Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et s'il existe un réel 
k »0 tel que Vx eI|f'Q)|xk 

alors pour tout a et b de I, on a | (Ы) - f(a)| «&k|b a | 


e Théorème : 
Si f est une fonction continue sur un intervalle I et f(x) = 0 alors f garde un 


Pour tout aer bel (a zb) опа:т< 


signe constant. 

Approximation affine 

Définition : Soit f une fonction dérivable en a 

Une valeur approché de f( a+ h) = Да) -Ё(а) x h 

On dit alors que а) + f(a) x h est une approximation affine de f en a. 
Exemple : 

1) Déterminer une approximation affine de 41411 pour h voisin de 0. 
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Dérivabilité Résumé de cours 


2) En déduire une valeur approchée de 41,002 . 
solution : 


1) On considère la fonction f(x) = Jx 


Vx e€ |0,+co[, f === 


2/x 


Une approximation affine de fen 1 est £ (1) h + f(1) = zh +] 
D'où А1- SIE 1 


2) 1,002 = ,/1 + 0,00 = «0,002 + 11,001 


Réflexes : 


C Бай limite à Paid 51 f est dérivable en a alors 
omment calculer une limite à l'aide (x) - Қа) 
X 


de la dérivée ? Г(а) = lim——— —— 
X-—4 - a 
On applique le théoréme de 


dérivation d'une somme, d'un 


produit, d'un quotient ou d'une 
Comment étudier la dérivabilité composée. 
d'une fonction sur un intervalle 1? | Pour les valeurs a où aucun de ces 
théorémes ne permet pas de 


f(x) - f(a) 


conclure, on utilise lim 
Xa x = a 
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Dérivabilité Enonces 


ENONCES 


QCM 
Soit f une fonction dérivable sur [-2,2] dont le tableau de variation la fonction 
f est: 





On a alors : 
1)a) f-2) < 6-1) b)f(-1) <f(0) с) f(0) < f(1) 
2) La б, admet exactement deux tangentes parallèles à la droite d'équation. 


] 1 1 
а = - — b = —X C —-—X 
)y А )у : )y 2 


3) Si f(-2) > (2) alors pour tout k є ]f(2) , f(-2) | l'équation f(x) = k admet dans 
[-2.2] 
a) exactement une solution b) exactement 2 solutions 
c) Pas de solutions 
Vrai - faux. Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse 
N justifier votre réponse. 
1) f continue en a alors f est dérivable en a. 
2) f est continue en a alors f n'est pas dérivable en a. 
3) f n'est pas continue en alors f est dérivable en a. 
4) f n'est pas continue en alors f n'est pas dérivable en a. 


N/ 1) Soit g la fonction définie par g(x) 2» x - Vx* - 1. 
P 


réciser les demi-tangentes, aux points d'abscisses 1 et —1 à la courbe 
représentative de g. 


2) Soit h définie par h(x)- х” 4 x | 
Préciser les demi-tangentes aux points d'abscisses О et —1 à la courbe de h. 
М En utilisant les théorémes sur la dérivation. 


Déterminer le domaine de dérivabilité et la fonction dérivée de 
chacune des fonctions suivantes : 








1-Х . 2) E . 3) Яла 


1-Х x 


2 


4) Е 2 | ‚ 5) К(х) =хсоѕ(х?) ;6) o6) - Lan + 
x^ +1 X X 


1) f(x)2x 





Montrer que f(x) =0 admet une solution unique sur l'intervalle I. 
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Dérivabilité Enoncés 


a) f(x) - 42x? «1-2 sur[0,2 |. 
b) (б) -2x -2cosx al 0,5 


En utilisant l’inégalité des accroissements finis. 
Л 1 
cos| — th |-— 
3 2 


2) Montrer que pour tout x € өл | ‚опа: x <tgx <2X. 


1) Démontrer que pour tout he], 








So 


Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur [0,2 | 
Vérifiant f(0) = —1 et f(2) 2 1, et telle que pour tout x є [ 0, 2 | 
1 3 
—<f'(x)<—. 
2 m 2 


En appliquant le théoréme des inégalités des accroissements finis sur | 0, X | 
d'une part, et sur | х, 2 | d'autre part, montrer que la courbe représentative de 
x F> f(x) se situe nécessairement à l'intérieur d'un parallélogramme à définir. 


A 1) Soit la fonction f définie sur l'intervalle D par f(x) -sinx. 


a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée f'. 
b)Soitue i . Déterminer un encadrement de f'(x) sur l'intervalle 
[ 0, u | : 
с) En appliquant l’ inégalité des accroissements finis montrer que 
ucosu<sinu<u (1) 
2) Soit la fonction g définie sur l'intervalle [ par р(х)=созх. 
a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée g'. 


b) Soitu e [ . Déterminer un encadrement de g'(x) sur l'intervalle 


| 0, u | 
c) En appliquant l' inégalité des accroissements finis, montrer que 
1—u* €cosu x1 (2). 
3) a) Déduire de (1) et (2) que и-1 €sinu xu. 
b) En déduire un encadrement, par des nombres décimaux de sin 17. 
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A Déterminer une approximation affine de sin CG pour h proche de 0. 


2) Déduire une valeur approchée de sin 31?. Comparer le résultat trouvé avec 
celle d'une calculatrice. 


(Rappel : 1? correspond à TX 


Ç f définie sur IR — (-5] pour f(x) = 28. 


x5 
1) Déterminer une approximation affine de f voisin de (-1). 
2) Démontrer que pour -1 € h < 1. L'erreur commise en remplaçant f(-1+h) par 


f(-1) +h f'(-1) est majorée par LM 


Soit f définie par f(x) = J2x*1 
1) Déterminer l'approximation affine de f(h) proche de 0. 
2) En déduire une valeur approchée de -/1,00024 


NY neIN ; f(x) = (1 + x) 
1) Donner une approximation affine de f puis de р voisin de О. 
2) Donner une valeur approchée de 1,0003” 


3 
X 


NY f est la fonction définie sur]1, +о[ f(x) = | 
Х- 
1) a) Déterminer la fonction dérivée de f. 
b) Etudier les variations de f. 
c) Déterminer les extremums de f. 
2) Etudier les limites de f en 1 et en +. 


3) G est la courbe représentant f dans un repére orthonormal. 
: | NEN 1 
a) Démontrer que la droite D d'équation y = x + 5 est asymptote 


à la courbe б en +оо. 
b) Situer la courbe © par rapport à la droite D. 
c) Tracer la droite D et la courbe С. 


Ni f est la fonction définie sur D = IR ~ {-1} par: f(x) = х РЕ 2 M + 
Х 


C est la courbe représentative de f dans un герёге orthonormal. 
1) Calculer f' (x) lorsque : 
a) x appartient à ]-oo,-2[ 
b) x appartient à ]-2,-1[ U ]- 1,4-oo[ 
2) En déduire l'étude des variations de f sur Le -2[ ; ]-2.-1[ et ]-1,+col 
3) a) Montrer que f est dérivable à droite en -2 et que le nombre dérivé à droite 
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Dérivabilité Enonces 


de f en -2 est égale à O. 
b) Montrer que f est dérivable à gauche en -2 et que le nombre dérivé à 
gauche de f en -2 est égale à -2. 
c) Interpréter graphiquement ces résultats. 
4) Etudier les limites de f aux bornes de D. 
5) Dresser le tableau de variation de f. 
6) Montrer que la courbe G admet des asymptotes obliques D et D'. 
7) Tracer les droites D, D’ la courbe С les tangentes remarquables et b 
L'asymptote verticale. 


Soit la fonction numérique g définie par: р(х) 2 x +1+ Vx ° 2x et 
(C ) la courbe représentative dans le plan rapporté à un repére 
> > 
orthonormé (O, 1, j). 
1) a) Déterminer le domaine de définition de g. 


b) Etudier la dérivabilité de g à droite en 0 et à gauche en —2. 
c) Donner le tableau de variation de g. 


2) a) Montrer que la courbe (C ) admet une asymptote oblique (D) au 
voisinage de + oo. 
b) Etudier la position de (C ) par rapport à (D) relativement à IR. . 


c) Construire la courbe (C ). 


Soit f:R >R ; xl 2x-1+Vx°-5x+4 


1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe C dans un repère orthonormé 
R(O, 1, 1) 

2) Soit le point о(34| .Ecrire l'équation. Y = F(X) de la courbe С dans 

le repére R'(O', 1, 1). 

3) Ecrire une équation de la courbe C ' dans le repére R' symétrique de C 


par rapport à O'. 
4) бок Г =C UC ', Ecrire une équation de Г dans le repère RI, 


5) Soit I=i+ j et J-1-3j , Ecrire une équation de Г dans le repère 


R"(O', I, 7). En déduire la nature de Г. 
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CORRIGES 





f(2) 
1) La réponse est d f est strictement croissante sur [-2, -1] donc f(-2) < &-1) 
2) £ (-1) = 0 et £ (2) = 0 donc Gr admet deux tangentes horizontales qui sont 


parallèles à A: y = 5 donc la réponse est al 


3) La réponse est fal : d’après le tableau de variation la droite y = k coupe la 
courbe de f en un seul point. 
1) Faux : f(x) = |x| continue en 0 et n'est pas dérivable en 0 


mE gg =liml= 1 

0 x 0” 

i a 
x U x © 


2) Faux : ye = x? continue et dérivable en a. 
3) Faux : car f n'est pas continue — f n'est pas dérivable. 
4) Vrai. 


VS La fonction g est définie sur |-00,-11911,40| par: 


g(x)=x+ x° -1. 
seul, 800-80) шы Кы Ух? -1 


e Si =] + 
x-1 Х-1 ж] 


Comme x -1»0 ona: x-1-4(x - 1? 
- J(x - DG +1) а 

хо СЗ EE d’où g(x) SU) |, x +1 
rw Ja —1)* х – 1 х-1 
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Donc lim = +оо par suite g n'est pas dérivable à droite en | 


х] 
Mais sa courbe représentative admet en ce point une demi tangente 
verticale (parallèle à (уу )). 


x J| х. Sew сус T 


g(x) – g(l) 
Х-1 


e 5i хє|- 
x +1 x +1 x +1 
| 2 g(x) - g(-I) x 
Comme х-140:х41--4Х41: et ——————--1-.j[—— 
x+] x+1 
D'oü lim ER „ donc g n'est pas dérivable à gauche 
x—(—1) XT 


En —1 mais la courbe de g admet une demi tangente verticale. 
2) h(x) = | x? + x | = х(х +1) définie sur ІК. 

51 x€]-o,-1]ul0,« e]; h(x)=x? +x 

Si xel-1,0], hx) »-x? -x 

e La restriction h, de h sur e оо,-1 ЇЕ | 0, + 00 | est définie par : 

h,(x) 2 x +x est dérivable sur ]— со,—1 [LU [ 0, + оо [ car c’est un 

Polynóme et h (x) 2x +1. 

D'où la fonction h est dérivable sur |- »», - 1| | 0, +% | et dérivable à 

gauche en (-1) et à droite en O et h, (71) 2 -1, (0) =1. 

— La courbe de h admet au point d'abscisse (-1) une demi tangente à 
х<—1 | x <—] 
у= (+) 281) TT | 
— La courbe de h admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente à 
x20 | Ixz0 
y =h, (0)(x) + h(0) Ë =x 
e h, la restriction de h sur |—1,0 | est définie par h,(x) 2 -x^ -x 
h, est dérivable sur | — 1,0] et h5(x) = –2х -1 donc h est dérivable sur 
1-1,0| et h4( 7021 et (0) 2-1. 

— La courbe de h admet une demi tangente à gauche au point d'abscisse 
t x x0 . |x x0 
(0) d'équation i - ht (0)x + h(0) soit k шиг 


— La courbe de h admet une demi tangente à droite au point d'abscisse 


gauche d'équation | 
у=—х-1 


droite d'équation : | 


35 


Dérivabilité Solutions 


| х2-1 | x >—] 
(-1) d'équation : soit 
y-hj4CD(x +1) + h(-1) у-х-1 


est dérivable et strictement 





ç 1)La fonction rationnelle x — tX 





ЭС FX is 
positive sur |- L1], donc la fonction x — est dérivable sur 


cet intervalle. 
f est le produit de deux fonctions dérivables sur |—1,1 | donc f est 


dérivable sur cet intervalle. 
(1—х)—(1+х)(—1) 
2 
1+х ga (1 — x) 
1-Х 
1-Х 





Pour tout x e|- 1| ;f'(x)- 


donc f(x) = cg ЗЕ 520 
1-Х (1 — D Hx 


2) h(x) Aida ; D, =]0,+ = | 


h est le produit de deux fonctions dérivables sur 10, + cO | 








donc h est dérivable sur cet intervalle. 
5x? 


24x 


Pour tout x € | 0, + co |: h'(x) = 2xŸx +—— donc h' (x) = 


= 


sin x 


3) g(x) = ee? 


g est dérivable sur |0,+ e | car c'est le quotient de deux fonctions 





D, =|0,+ > [. 


dérivables sur |0,+ el. 


4X cosx ———— sin x | 
ER Е 2ХС05Х-5ШХ 


2xVx 


fonction rationnelle donc £ est dérivable sur IR 


Pour tout x є ]0,+ o [: g(x)- 


x? 


4) x F-— 





x^] 


et x [——» cos x est dérivable sur IR . 
d’où £ est la composé de 2 fonctions dérivables donc £ est dérivable 
sur IR 


2 2 Ял 2 2 2 
Т EE) а еар 
(x^ +1) x^ +1 (x^ +1) x^ +1 
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5) xx” polynôme dérivable sur IR ; xI——cosx dérivable sur IR 
donc k est dérivable sur IR. 


k'(x) = cos(x?) + x - (2x)(-sin x^) = cos Xx ueDy snr 
0) x T dérivable sur IR‘. 
X 


et x sin x dérivable sur IR donc ọ est dérivable sur IR ` 


"TX 11.1 1 1 1 l "Il Ї Ї 
doù g (x)=| —— |sn—+—| —— cos — ))=——5ш —j—-— 608 — |. 
Х X X X X X X x x 


бх? 3x ° 
N a) f est dérivable sur [0,2]. f'(x) = == = ——— > 
2J2x? +1 N2x?^ +1 


donc f est strictement croissante sur | 0,2 | et continue d’où f réalise une 
bijection de [0,2 | sur f([ 0,2 |) = [Е00), t(2)]- -1 nie j| ^ 
or 0e |- 1,417 - 2 | donc 0 admet qu'un seul antécédent o e [0,2 ЇР 


donc f(x) = 0 admet qu'une seule solution. 


b)f(x)22x-2cosx-] sur a 


zu T | | 
f dérivable sur | x , (х) =2+25іпх =2(1 + sin x) > 0 
car sin x >—1 donc sinx +1>0 donc f est strictement croissante sur 


T | ; 
| zi et comme elle est continue sur cette intervalle donc f est une 


bijection de D sur f (0), f 2) 


Soit |-3,л- 1| or 0e|- 3,1 -1 ] donc il existe qu'une seule valeur 


Oe | x tel que (0) 20 d’où l'équation f(x) = 0 admet qu'une 


seule solution sur E I 


М, On pose f(x) 2cosx dérivable sur IR et f'(x)-—sinx 
etona | sin X | <1, on peut donc appliquer le théorème des accroissements 


URS ” T 7 
finis à la fonction f sur l'intervalle de bornes E et + — 


3 
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(ts) 
“БӨ 


2) On pose f(x) = tgx est dérivable sur | x et f'(x) 214 tg?x 


On a donc e uad 
3 3 














ou encore «| h | 








Л : T 
comme 0 < x < à et tgx est croissante sur | x 


Alors 0 € tgx < єт ou encore 0 < tgx <1 


par suite 1<1+ tg^x € 2 soit 1<# (х) x2 
On peut donc appliquer l'inégalité des accroissements finis à la fonction f 
sur l'intervalle de bornes 0 et x. 


avec О5х<т опа :1: (х – 0) f(x) - #0) < 2(x – 0) d’où x <tgx <2х. 


V En appliquant les inégalités des accroissements finis en deux temps : 
e Pour x, =0 et x, =x et sur [0,2 | 


D cere Е 0 t 
2 2 

1 3 

EE ou encore 7 
Ge EE 1 (1) š 
c cse 2 — ue D S 

e Pour x, =x et x, «2 et V 


Sur [0,2 | Gs 


2 Q-3)«f0)-f()s20-x) 


1 3 
—x2f(x)2—x-2 (2 
2 (x) 2 (2) 


D'aprés (1) la courbe de f est située dans [At, А] avec А(0,-1) et 
(At): y St -1 et (At):y == — 1 et (2) donne que la courbe de f est 


située dans le triangle OCK avec К(0,-2) et C(2,1) finalement la courbe de 
f est située à l'intérieur du parallélogramme ABCD. 
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ç 1)а) f est dérivable deux fois sur | zd et f'(x)=cosx 


f'(x)=-smx<0 sur D et f'(x)20 © х-0 
donc f' est strictement décroissante sur DH 


b) О<х <и et f“ est décroissante sur СУ donc 10,1| 


Alors Ё (0) 2 (х) 22 (и) d’où 12 (х)2сов8ч. 

c) f est continue dérivable sur | 0, u | 

et cosu <f'(x)<1 on applique l’inégalité des accroissements finis 
sinu — Sin 0 


COS HN TESI š ог u»0 d’où ucosu<snu<u (1) 
u — 


2) a) g(x) = cosx dérivable deux fois sur LH ,g(x)--sinx 
et g'(x) = —cosx < 0 
g'(x)20 x e donc g' est strictement décroissante sur H d 


b) Si О<х <и alors g'(0)>g'(x)>g'(u) d’où 0zg'(x)z—sinu 
c) Comme g' est bornée sur [о, ц], on peut appliquer l'inégalité des 
Accroissements finis : 
PT cosu — соѕ 0 20 
u-0 
—usinu&€cosu-1x0 < 1-usnmu<cosu<l 
d’après (1) ona sinu <и d’où -usinuz -u' 
D'où 1-и? x1-usinu€cosuxl 
3)а) Опа: l-u? <cosu<1 
Alors ци? <ucosu commeucosu < ѕіпи <и 


D'où u-u? €sinu <u. 


3 
b) 1°=———тйє VER donc Соль Шин p = 
180 2 180 4180 180 180 


La calculatrice donne : 


3 
I 29017453... ор 22001227. 
180 180 (180 
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On trouve, par exemple 0,01744 < sin 1? € 0,017746 


\/ f(x) = sin x dérivable sur IR f'(x) = cos x 


Alors une approximation affine de sin Е a au voisinage de 0 est 


f! Zu ьт d’où sin (Zsh -B,,1 
6 6 2 9 6 











2 2 
T 26 Л, Sn S л т 
2) 1° rd donc 31° — x rd d’où x = 31 х = —+—s+— 
180° 180° 180 180 6 180 
D'où sin 31? = sin Le 5 
6 180? 
us А E E 
2 180 2 2 2 


* sin 31? = 0,51503 avec une calculatrice. 

* 0,515107 » 0,51503 
Donc l'approximation de sin 31? est supérieur à sin 31? avec une 
calculatrice. 


1) f(x) = < dérivable sur IR — {-5} 


E 
(x5) 
{(-1+h) = £(-1) h + f(-1) 


f(-1+h) = E ПЕ Zeie l'approximation affine de f voisin de (-1). 


Et f (х) = 


МЕ ЕТЕ Л 
-1+h+5 h+4 
1 


1 
54-1) + PCI) xh=-—h+— 
(-D) +f 1) “Цин 


2) * f(-1 + h) = 


* L’erreur commise est : f(-1+h) – f(-1) -f (-1)h 
2. d JJ 
f(-I*h) -f£(-1) - £(-1) xh = ——+-h-— 
(4-4) 0) PCI) xh = — eh 
Montrons que pour tout h e [-1,1] 
On a nd as j 
h+4 8 2 24 
2 dw s 
h) = ——-4—h-—--—Hh? 
e h+4 8 2 24 
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— LE: 
(i " 8 12 


g"(h)-4(h-4)?-1- 


g'(h) - 


-1 < 0 car 32 (144) < 5? 





4 
Geht 
> р’ est — sur [-1,1] 

| l. 316419. 0..—l 
TEE 
8 12 72 72: 42 


=> р est strictement décroissante sur [-1,1] 


l 12-41 
беке ош ИЕ ДЮ ада е С 
3 8 2 24 24 





1 | 
=> g (h) x 0. D'ou e est un majorant de l'erreur commise. 


NV 1) х) = Хох +1, x e]- ee ona 





Р(х) = 5 ESI "Am d’où l'approximation de f pour h proche de 0. 
f(h) z £(0) xh + f(0) 

f(h) = h-*1 

2) 41,00024 = 4/1+2х0,00012 = 0,00012 +1 = 1,00012 


NX, 1) f(x) = (1 + x)" dérivable sur IR 
Р(х) = n (1+х)"" 


Une approximation affine de f pour х voisin de 0 est : 
f(0)x-f(0)7"nx-*ld'onf(x) =n x +1 
2) 1,0003” = (1 + 0,0003)' 

= 7х 0,0003 + 1 = 1,0021 


М7 p 160 - i 


3 
X R т 
a) X > SC est dérivable et strictement positif sur J1,+co[ 
X - 


alors f est Hip sur ]1,+оо[ 








et P(x) = NUN n XQx- 3-х) Ss | х(2х-3) 3) 
x ; : 
2 SCH 2-1) Ts 2(x-1) E ят 


Бе) =0=х= 5 
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Solutions 





ЭР” 3 
с) f admet un minimum absolue en — 


3 
2) lim = lim 


3 
x? = +оо > lim f(x) = +оо et limf(x) = lim, |— = +00 
+20 x-1 +00 400 jt jt yal 


3 š 2 
Ejes 
3 X- 
3) a) lim fix) -x -— - lim t EIE, 








-x -— = lim 
x-1 2 +s x` | 1 | 
——-+| x+— 
x-1 2 
En développent et en simplifiant 
ЭХЭ 
+ 
On obtient limf(x) - x = Him —4x-4 _ СЕ 


[^im = 
Va Kx) txt ée 4x - 4 4 


et lim f(x) + x + = +оо donc lim f(x)-x К = 0 


La droite D : y = x + 5 est une asymptote. 





+ 
b Pourx> lona RTI > 
4(x - 1) 


tfo) ex e >0 





donc (х) — x - — »0 


d’où G est au dessus de D. 


di EE DE E wes 
xt 


— 


l 
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1 
су 





Alors f'(x)-2-1- 


bx € 1-2, -1 LU]-L 4e[ : (x) = x + 2 —. 
x+] 


ГЕ» СЕ 
1 


ӨВӨӨ ЛЭЭ МУГ сүр «0 





є 1-2,-111Л-1, +о[; Р(х) = 1- TT 


(x-1y-1 tix х(х-2) 


Poe À 





+1) (tl) Gl) 
x > -2 = x + 2 > 0 le signe de f” est celui de x 





f(x) 





1 
x+2+—— +] 
- f(- +3)(х+1)+ 
( E x42 (-2)* x+2 2' (х+1)(х+2) 
x? + 4x +4 ! (x+2} ХА 
= lim—————- ———— — = lim = 0 
-(x-cxT-2) 2 FERR) от 
1 
-X-2+—— + 2 2 
b) lim Tea f(-2) -lim x+] (-х-1)(х+1)+1 _ Jim 2 Эхе 
(27 REZ Gär x42 ES (х+2)(х+1) rar (x +2) +1) 
-x (x + 
- MCN == (2) 


(27 (х+2)(х+1) oc» х+1 
c) G admet au point d'abscisse (-2) deux demi- tangentes de coefficient 
Г,(-2) = 0 et f,(-2) = -2 


4) іт х) = limx +2+—— =+% car lim— = 0 
x+] * x+] 


fe 
ge zs xtl 
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Dérivabilité Solutions 


lim f(x) = im- X- ge = —]-4 co = +00 
xl" -1)* x+] 


lim f(x) = —% 


x—-l 





6) limf(x) - (х+2) = je e 0 
+co +оо х+] 
=> D : y = x + 2 est une asymptote pour б en +оо, 


1 
lim f(x) - (x - 2)= eem 0—D':yz-x-2estune asymptote en -oo. 


D 


ER 


NY D a) Dg - хє JR, telquex ^ «2x 20]2 ]- o, - 2 Ju [0,4 > [. 


2 
Бүл СЕВО UEM ОИв vx +2x ei, HUET Äl o 


+ + + 2 
х-»0 Х х-»0 Х х-»0 Х х Zh 2x 


Donc g n'est pas dérivable à droite en 0. 


2 [2 
GE quic e 
xo(-2) х-2 x(-2) х-2 
= lim l+ _ Xx*2) — = oo 


ET | HxapOS X px 
Donc g n'est pas dérivablb à gauche en 2. 
c) La fonction x > x^ + 2х est dérivable et strictement positive sur : 
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[ = |, 2|u |0,+ < |. Alors la fonction x I—— v x^ +2x est 


dérivable sur I et x x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I 
d’où g est dérivable sur I et pour tout x eI ona 


asd: х +1 OXleNx^ +2х 
Vx? +2x x? +2х 
°51х+1>0‹› x>-1 alors xe |0,+ |. 
Donc g'(x) z 0 pour tout x € 10, oo |. 
e° Si x +] <0<— x < —] alors x€l-»,- 2|. 
2 «0 


UT RM M —— 5 
Dë -2х - (к +1)? + 2х 





| 1 
lim g(x) = +00; lim р(х) Zlim————————— =l 
каш к Re ды] esas 2Х 


2)а) Опа: lim р(х) = +о donc la courbe (C ) admet une branche infinie, 


jim COR ha CURE 
X—+0 X X —>+00 X Х 


lim [g(x) - 2x |= lim (ix he + 2х | 





sde 

| 
е DCH ER D 
A A 


donc la droite (D) d’équation : y 22x + 2 est une asymptote oblique au 


voisinage de + оо. 
-1 


b) Pour tout хє IR. ; р(х) - у= үх? + 2х — x -1 = == 
VX + 2х +х +1 


< 0 


Donc (C ) est au-dessous 
de la droite (D) pour tout 
45 


Dérivabilité Solutions 


xc€IR,. 
c)e y=0 est une asymptote à 
(C ) au voisinage de (оо). 
e La courbe (C ) admet deux 


demi-tangentes verticales aux 
points d'abscisses x =—2 et x =0. 


NY орев 2 -5x 420] b) 


Df = |+ of 
x— >x ° — 5x + A est dérivable et strictement positive sur 

О] 

Donc x — vx? — 5x + 4 dérivable sur |- оо, H: oo| et x I—— 2x - lest 
dérivable sur R d’où f est dérivable sur La ЦО HA co 


| SP ed y. „. 2х-1+ух?—5х+4—1 
e lin = = lim — ————————— ————- 





I Х-| 1 х-1 
2 
I ух“ – 5х +4 I (x —1)(x — 4) 
-]im| 2 + ———————— |= lim| 2 + —————9—————— 
1 | х-1 | i | (x - Dux? - 5x +4 


ЕЕ = 
I 


ух? – 5х +4 


donc f n'est pas dérivable à gauche en 1. 


f(x)-f(4) .,. 2x - 8-4 x^ —5х +4 


elim lim 
4* Х-4 4* x-4 


zm De 
S (x - ANx? - 5x +4 


Егас 
4+ 


Хх? – 5х +4 


donc f n'est pas dérivable à droite en 4. 
On en déduit qu'aux points А(1,1) et B(4,7) la courbe de f admet deux 


demi-tangentes verticales dirigées vers le haut. 
e Vx el-o, [U], +o], 
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2x-5 44x! -5x c4 *2x-5 
24 x^ – 5x «4 24 x? - 5x +4 


pour2x -520«x >> alors pour x>4onaf'(x}>0 


Г(х)-2- 


pour 2x -5x0 — х= аот pour x «1 


f'x)20e 44x? -5x 4 4 2x - 5-0 

o4 x? -5x +4 =5 – 2х e16(x? – 5x + 4) = (5 - 2x)? 

16x^ — 80x + 64 = 25 — 20x + 4х? ou encore 4x? —20x 413 D. Ai 48 
: 10::443:-5:42(3-: - Боз 
ER CR NC жиш 


— 





4 2 
Х — 00 x 1 x” + оо 
4х? – 20х +13 + - = + 





у-(2-28) 5-8 


2 2 


lim f(x) = lim2x -1-- lim Vx? —5x + 4 = +оо 
Шт (х) -lim2x ^1 ух? —5x +4 -im 2-4- 1-25 | 


-00 Х Xx x° 


e Branches infinies : i | 2 E + Л 22 4 2 2-3 
+ x + X x x 


d Ах 2 
limf(x) -3x 2lim-1— x + Vx ° дааны XF) x 


n Ух?-5х-4-х 
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1-844| 
| X 24 $ 
GE, d'où y 23x =, est une asymptote pour la 
EE 
X х 
courbe de f au voisinage de + оо. 
lim 09 = -L- к 
-0 X -e X X х 
limf(x) -x -lim-14 x * x^ —5х +4 


20 0 
Рус: 5х +4) х 


ES x? - 5x c4-x 


d'oü y = X + 7 est une asymptote au voisinage de — oo pour la courbe de f. 


2) M(x, y) dans ce repére R et M(X, Y) dans le repére R'. 
OM=xi+yjet OM-Xi«Yj 
OM-OO«OM-(x-2]1«6-5j 
d'oü X=x- Bet Y=y-4 ou encorex = X +— et у-Ү-4 


L'équation de C dans R est: у-2Х-1-4х7-5хХ-4 
Alors l'équation de С dans R' est: 


2 
Ү-4-2Х-5-1- x+) Axes 


Soit Y 2 2X + |x: -2 donc FOX) «zx «Ix? -2 


3) M(X,Y), et MOT, iis, So (M)=M' &0'=M*xM 
ou encore X'——X et Y'=-Y soit X 2—X'et Ү--Ү 


С.:Ү-2Х-Х” ee dans R' comme C '=S,, (C ) 
| 4 
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d’où C Yr 2X xn 2 ou encore С SY 22X - E - dans 


le repère RI. 


4JM(X,Y)eT — Y = x+ xe- etY =2X — i 
ou encore Y — 2X = | -Ž aY- ee ñ 22 


soit |Y -2X| = X! -2 ey -2xy! =X? - 
4 (4 
Г:ү? «3X? -4XY «7-0 


5)M(X, Y), € O'M=Xi+Y j MX,Y),. ФОМ-Х1-Ү1 


O'M=X'(i+ })+Ү'(ї+3 })=(Х'+Ү') i+ (X'+3Y') j 
d’où X = X'+Y' et Y = X 3Y' 


L'équation de Г dans R' : Y^ «3X? -4XY «7-0 


devient dans R" : (X*3Y')? +3(Х'+Ү')? — 4(Х'+Ү')(Х'+зҮ') E 


ou encore Г:-4Х Ү”- 2 par suite Г: TN 
4 16X' 


d'ou T est une hyperbole. 
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Fonctions continues et strictement monotones Résumé de cours 


Chapitre III 
Fonctions continues et strictement 


Monotone sur un intervalle 


Bijection : 

WB Théorèmes : 

e Sif est continue est strictement monotone sur I (I intervalle de IR ) 

Alors: 1) f réalise une bijection de I sur f(I). 

2) La fonction f^! réciproque de f est continue sur f(I). 

3) Dans un repére orthonormé, la courbe de f et de f "| sont 
Symétriques par rapport à la droite d'équation y =x. 

Ш Dérivabilité de f^! : 

Soit f une fonction et strictement monotone sur I. 

e Si f est dérivable en x, et f'(x,) #0. 

1 


Alors f™' est dérivable en y, =f(x,) et (Е) (yo) ==. 
Р(х.) 


e Si f est dérivable sur I et pour tout x eI, f'(x) 0 


Alors f^! est dérivable sur f(I) et on a: 
1 

Ce 

D f'(f "Gu 


ll Fonction racine n*"* : 
e Définition de la racine n*"* : 


Soit n € IN , aet b deux réel positifs : 


1 
а" =b&a =}4b =b" 
1 
р" ou Vb est appelé racine nième de b. 


e Remarque 


1 
Pour n -2, b? 2 Jb (racine carrée) 


] 
Pour n 23, b? - Alb (racine cubique) 
e Théoréme 
La réciproque de f définie sur JR , par f(x) = x" est la fonction ЁҒ 


1 
---1 


définie sur IR, par f^! (x) = Vx est dérivable sur IR ,et axis п 
n 
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e Propriétés : 


Soient x et y deux réels strictement positifs, pet n eN V {1} 
on à alors : 


° Vx" = x Уху- säi 
Vx = ln = (x) 


n 


Ax? = xx de s 
у Чу 
ЁС ай гэгээ reds minas 
eRésolution de l'équation x" =a avec n22 ; neIN 
"cas: а> 0 


Si n est pair alors х" =a < х= Ҹа ou х= Ја 


Si n est impair alors х" =a <> х = Va 


2^ cas: a«0 
Si n est pair alors х" =a n'admet pas de solution. 
Si n est impair alors х" =a &»x--Y-a 


Réflexes : 


" f dérivable sur I 
f (x) x0 


Comment déterminer le domaine de | Alors Ё' est dérivable sur J = f(I) 
dérivabilité de f! ? * f dérivable sur I 
et f'(x) = 0 & x = x; ou x5 ou ... Xn 
alors f! est dérivable sur 
f(I) — (f(xi) , Ко) à х) } 
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On calcule x, tel que f(xo) = yo 
| -I f! 

Puis lim PH бу) (yo) 

y—yo У-У 

Х-Х 1 
= lim —————z lim = 
xx f(x)-fx,) хэм f(x) - fx) 
X - X, 

Comment déterminer la dérivabilité | Ainsi si f est — en Xo 


de f! en ув? 
alors (£^ )(y,)- ——— 
| " Xo) 


Si Г(Х0) = 0 
Alors f! n'est pas dérivable en yo 


f(x) S Қх,) = 


Si lim 


Remarque : 
Si f n'est pas dérivable en x, on peut pas conclure que f | 


n'est pas dérivable en уо. 
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ENONCES 


Ё On considére la fonction f définie sur |o, 42 | parf(x) 2 x* - 4х? +1. 


1) Démontrer que f est bijection de lo, 42 | sur un intervalle J que l'on 
précisera. 

2) Expliciterf (х). 

3) Montrer que l'équation f(x) = -4x + JS admet dans ]1, 42 [une solution 

unique. 


V, гєЄО , soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 + x). 
1) Déterminer l'équation y = T(x) de la tangente à б, au point d'abscisse О. 


2) Pour x assez proche de 0), on décide d'approximer f(x) par T(x) 
Calculer ainsi une valeur approchée 1,002/. 
Comparer avec la valeur fournie par la calculatrice. 


) Soit f la fonction définie sur R par f(x) 2 x? +x? +х - 1. 
a) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet dans IR une solution unique 
œ e |0,1 [. 


1-0 





b) En déduire que o est le seul réel vérifiant о = | 
+ © 


2) Soit g la fonction définie sur [0,1 | par g(x) = de À, 
tX 


a) Montrer que g est une bijection de [0,1 | sur lui-même soit h sa bijection 





réciproque. 
b) Expliciter h(x) pour tout x є [0,1 1 


3) Soit Be | 0,7 | tel que a = cos 2D . Montrer que p est l'unique solution dans 


СУ de l'équation : tgx – соѕ 2х = 0. 


N Soit f la fonction définie par 
foe X—42-x si x <0 
4х? +x? -*x-lsixz0 


1) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition. 
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2) Etudier la dérivabilité de f et donner sa fonction dérivée. 
3) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet dans 10, + co | une unique solution 


а. Vérifier que o e [0,1]. 
4) Montrer que la restriction g de f à 1- oo, 0 | réalise une bijection de 
|-с,0| sur un intervalle J à préciser. 


Donner l'expression de g (х) pour x cJ. 





3) Soit h la fonction définie sur je: 1,0 | par Һ(х) = d E | I 
sin X 
Etudier la dérivabilité de h et donner sa fonction dérivée. 
Soit la fonction Ёх > v Kx | 


1) Montrer que f est dérivable sur IR . Donner le tableau de variation de f. 
2) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que l'on 


précisera. Expliciter f! (x) en fonction de x. 


3) Déterminer le nombre dérivé de f! au point — 
1 
4) Soitg: H H эк; х L—o Jtg^x — tgx +1 + tgx n" 


a) Montrer que g est dérivable sur | - x 


b) Donner le tableau de variation de g. 
N Soit nho jot] x sin! 7x. 


1) Montrer que l'équation f(x) = x +1 admet une solution dans - 1,— 2 . 


2) Montrer que f est une bijection, soit f^! sa réciproque. 
3) a) Montrer que f "l'est dérivable en 2 , calculer (r S | Ч 
-1 
b) Montrer que lim fo =- 
yo0* y 


| i ; a 
4) Déterminer la fonction dérivée de f”! , puis retrouver (r 1) p : 


< Soit la fonction f définie par f(x) =4/2 — 2x 
1) Etudier la dérivabilité de f. 
2) Dresser le tableau de variation de f. 
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3) Montrer que f réalise une bijection de |-оо,1 | sur J que l'on précisera. 


4) g étant la réciproque de f. 
a) Etudier la dérivabilité de g. 
b) Calculer g'(x). 


c) Expliciter l'expression de g(x). 


МИ вен 141--8: ХЇ--» | 


cos^ nx 
1) Etudier la dérivabilité de f. 
2) Dresser le tableau de variation de f. 





3) Montrer que f réalise une bijection de ы | sur J que l'on précisera. 
4) g étant la réciproque de f. 
a) g est elle dérivable en 1 et en =. 
b) Calculer g'(x). 
Soit f :]0,22[ —9R ; x I $7 (x +1) 


1) a) Montrer que f réalise une bijection, soit h sa réciproque. 
5) Déterminer l’ensemble de continuité de h et son sens de variation. 
Construire C, la courbe de h. 
— 43 


2) Montrer que h est dérivable en ЕЗ et calculer (52) 


3) а) Déterminer la fonction dérivée de h. 


b) Soit p:R —1IR; xi he) «(E 
X 


N Déterminer la fonction dérivée de p. Expliciter p(x). 


1) Sot: ELE 1,1] définie par f(x) =sinx. 


a) Montrer que f admet une fonction réciproque f^! . 


b) Calculer f7 E pp - З ша - 2| | 


2 2 
c) Calculer h(a) = f^! (a) + f ^ (-a) pour ae |- 1,1]. 


d) Calculer sin|f^ (х) |е cos = (x)| 
2) Soit g la fonction définie sur [0, л | раг g(x)-cosx. 
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a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™ et déterminer le 
domaine de définition de g '. 
b) Calculer cos|g " Go etsin ei (x)]. 
c) Montrer queg ! (-x) = п-в! (х). 
d) Soit a є [- 1,1]. Exprimer à l'aide de g^! (a) toutes les solutions de 
l'équation cosx =a. 
3) f! et g ! étant les fonctions définies dans 1) et 2). 


a) Montrer que 0 < ^ -f'(x)zm. 
T ei 
b) Calculer cos E -Ї e| ; 


c) Monter que pour tout x € [- 1,1] Е Gre" (х) e | 


Tt 


№: ЕЧЕ IR:x L—o (х) = х + sin? х. On désigne par (С) 


>> — 
sa courbe représentative dans un repëre orthonormé (O, 1, J). 
А) 1) a)Etudier les variations de f. 


b) Déterminer les points d'abscisses x, € -12 en les quels (C ) est 


tangente aux droites d'équations: у=х et y=x+]1. 


2) Soit p: [6| o ix mox sint ET. 


a) Etudier les variations de o. 
b) Déterminer le signe de ф(х) suivant les valeurs de х. 


c) Déduire sur | zl la position de (C ) par rapport à la tangente au point 
d'abscisse Z . 
4 


B) Soit d ZZ x 1 sin2x . 
1) Montrer que g admet une fonction réciproque G définie sur J à préciser. 


2) Calculer G(0), G(1) et G(2). 
3) a) Sur quel ensemble K, G est elle dérivable. 
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1 
2-A4x(2 — x) | 


232401 


b) Démontrer que pour tout x eK ; G'(x) = 





4) Soit h la fonction définie sur | 0, 2 | par: h(x) = 


a) Etudier la dérivabilité de h aux points 0 et 2. 
b) Dresser le tableau de variation de h. 


NY Soit f la fonction définie sur l: E A par Ї(х)-41- Se 
2-2 ] + sin xx 


1) a) Montrer que f réalise une bijection de = sur un intervalle J. 


b) On note g=f"',calculer g(-1) ; g(0); Ө di et g(—1— 42) | 
2) a) Sur quel ensemble К, g est elle dérivable ? Déterminer g'(x)pour x eK . 
b) Soit h la fonction définie sur E par h(x) = g(cos x). 
Montrer que h est dérivable et calculer h'(x). 


Тэ 2 | + KA 
3) a) En utilisant le théoréme des accroissements finis sur E pour la 


fonction g, montrer qu'il existe un réel oe Ë A tel que : 


(1-а)? (1-20) = 





п? 


g(a +1) – g(a — t) 
t 


b) Trouver la limite éventuelle de quand t tend vers О. 
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CORRIGES 


NU Soi f(x)=x" —4x^ +1 avec xe b, V2] 


1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur IR. en particulier sur 
lo, V2] et on a pour tout хє 0,472 | ,БЁ(х)-4х7-8х-44х(х72-2) 


d'oü le tableau de variation : 





La fonction f est continue et strictement décroissante sur b, 42 | 
donc elle réalise une bijection de lo, 2| SUT ( b, 2! - [3,1] . 


2) On a pour tout ve |- 3,1], il existe un unique x € b. 42 | 
telque f(x) y с xí - 4х? +1=у. 
ex'-4x! +4=y+3e (x? – 2)? «y«3. 
ek -2-Jy«3 Or x elo. 2| e 0zxx42 < 0<x° ° <2 
d’où x^ —2<0 et par suite k?-2-2-x 


donc 2-x^ =4y +3 e» x2=2- Jy+3 or x>0 


d'oü х- 42 — y 3 et par suite E" Gol zs dÄ lt? 
3) Soit g(x) = f(x) + 4x — 45 avec хє |, 4| 
La fonction g est définie, dérivable sur IR en particulier sur |, \/2 | et ona 


pour tout хє 1,472 | 
о'(х)=4х? - 8x +4= 4(х° -2x +1)=4(x -1) (x? +x –1) 


g(x)20 o х=1 ou x? 2 x-129 


ew 214543 
= ou дог г — 


2 2 





х2 +х-1-0 © х 
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g est continue sur [КАЛ | et on a : 
g(1) 22-45 «0; g(42) = -3 + 44/2 - 45 » 0 d'où g(1)-g(V2)<0 
donc il existe o el1 V2 | tel que g(a) = 0 et comme g est strictement 


croissante sur 1,42 | donc g est une bijection sur 1,42 | d’où l'unicité de а. 


1) 0) =1, (х) -1(1--х 77 etf(0) = г 
L'équation de la tangente au point d'abscisse О est 
y-f(0)x-f(0 > у=гх+1. 
2) L'approximation affine de f voisin de 0 est f(x) = rx +1 = TG) 
Soit (1+x) = rx + 1 donc (1,002)! = (140,002)! = 7 x0,002 + 1= 1,014 
et avec une calculatrice (1,002) = 1,0140842. 


Ми, Г(х)=х?+х°^+х-1. 


a) f est une fonction polynóme donc elle est dérivable sur IR. et on a pour 
tout xe IR, f'(x) =3x° +2x+1>0 , Vxe R 


Donc f est strictement croissante sur IR et par suite f est une bijection sur IR 
Montrons l'existence de la solution o pour l'équation. f(x) = 0 


On а: f est continue sur (0, 1] 

f(0)=-1; #01) =2 et par suite f(0)-f(1) <0 

Donc il existe oe 0,1 tel que (о) = et comme f est une bijection 
d’où l'unicité de a et par suite l'équation. f(x) = 0 admet une unique 


solution oe lo, 1]. 














b) Résolvons dans IR l’équation x = 23 (Е) 
1+x 
х20 
DE uH 
1+х 
2. L= X 
] + x 
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хє |1,1] x є [0,1] 











Le systéme (1) équivaut à4x 20 22.0 dex 
х22123 {+x 
1-Х 
|= 
х = 5 сэх +x? =1-х e x?’ +x? х -120 avec x e [0,1] 
+ X 


donc dud (a) a est la seule solution de l'équation (E) саг oe 0,1. 











2) a) g(x) = = pour tout x € 0, d 
Dg = |0,1] 
х= — continue et positive sur (0, 1| donc x-—— est 
EX 


continue sur [0, 1]. 





est dérivable et strictement positive sur o il 


exl lÓl-x 
1-Х 





d’où х — est dérivable sur (0, l| et on a pour tout x € od 


g'(x)= | — 
2 E 
| 


d'oà g'(x) S ER е nd 


(I + x)’ . 








et par suite g est strictement décroissante sur [0, Ц. 

On а: g est continue et strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise 
une bijection de (0, 1] sur g([0,1]) = Let, g(0)]- [0, 1] 

soit h sa bijection réciproque. 

b) On a pour tout y € [0,1], il existe un unique x e [0, 1] tel que 


rev; or y 20 donc y? - 
1-Х 


2 
ox- d'où Һу) = 12У. 
liy l+y 


-1-Х 

















2 
ou encore h(x) = ; pour tout хє [0,1]. 
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3) Soit Be äi tel que o = cos2p. 
Soit К(х) = tgx —cos2x , montrons que B est l'unique solution dans 
DH de l'équation k(x) = 0. 
х —— tgx est continue et dérivable sur IR — E + kr; Кє 2 
го Л 
en particulier sur СУ 
х k—— cos 2x est continue et dérivable sur ІК en particulier sur D 


ss Л 
donc x> k(x) est continue et dérivable sur D et on a pour tout 


refo Z ; k'(x)=1+ tg^x +2sin2x>0 pour tout 21 


| | Л 
La fonction K(x) est continue et strictement croissante sur [ donc elle 


réalise une bijection de D 2 Sur ко) = ко) (5) = [= 1, 1 


Or 0 [1,1] donc il existe un unique ce [| tel que K(c) = 0 


1 — tg?c 
2 


€» 180-0082С-0 < гж” = h(tgc). 





gc 
. 225 ] - tgc 

Or h est la fonction réciproque de g donc g(tgc) = tge < ee = ірс 
4 tgc 


d’après 1) b) nécessairement tge = а < соѕ 2с = а 
ог а = cos2B d’où соѕ 2с = cos2p 


огсеї ве o donc С = В 


et par suite B est l'unique solution de l’équation tgx – cos2x = 0. 


U 1) Df =R. 


e X — 2 — х est continue et positive sur F co, O[ 
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donc x I—— 42 — x est continue sur F оо, of et x —— > x continue sur 
IR d’où f est continue sur | 00,0]. 

e f(x) 2 4x? + x? + x —1 polynôme donc continue sur [0, + œf 

et limf (x) -1(0)--1. 


e Im (х)-Шиах-42-х--4258 (0) donc f n'est pas continue en 0. 
0 07 


Conclusion : f est continue sur IR ` 
2)x I—— 2 — x dérivable et strictement positive sur |- oo, 0| 
alors x I.——»42- x est dérivable sur Ho, of et xx dérivable sur 
ЭГ T | "P 1 
R d’où f est dérivable sur Laf et f'(x) s 
sur (0, + co| f est dérivableet f'(x)=12x° +2x +1 
f est discontinue en 0 donc f n'est pas dérivable en O. 


| 
f'(x)214———— six«0 
242-Х 


f'(x) =12х° - 2x 41 si x 50 

3) La restriction de f à l'intervalle lo, 4 о est continue et strictement 
croissante donc f réalise une bijection de |o, + oo] sur f(]o, ej) = - 1, col 
ог 0e |-1,+ о donc l'équation f(x) = 0 admet une unique solution 
Oe L 1,+ œ| donc l'équation f(x) = 0 admet une unique solution oe DA о. 
(0) = —1 et f(1) = 5 d’où f(0)-f(1) «0 donc oe (0,1 

4) e g est continue et strictement croissante sur F o0, ol donc g réalise une 
bijection de F со,0| sur elt. co, ор =J 
limf(x) = limx - E et limf(x)= 242 


donc 1-1-00,-42 [. 

18 (х)=у x = g(y) 

KE a e 0) 

g(y)-x e y-42-y-x e42-y-y-x 


ou encore y-x 20 et 2- y -(y - x)! soit y^ - (2х - Dy -24 x* «0 
ety x zU 
А = (2х – 1)? -4(2-х2)--4х-9»0саг х«-42-«0 
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‚2х -1+ 49 – 4х „a 2x-1-49-4x 
ус-------ст- Qu y"=— 

2 2 
Vérifions la condition y — x x0 : 


„ 2x-1-49—4x y -1-49-4х 
DOUT у шиш яаг опа у к= хав 


donc y" à rejeter. 


, 2x-1+49-4x | -1449-4х 

Pour yy=—— ona yx =—ə—w 
2 2 

ona х«-42 équivaut à -4х»442 


ou encore —4x -9»442 +9 
Soit (CD + 4x +9 > 4442 +9+(-1)>0 donc y-x»0 
-14-2Х-49-4х 


2 
Уус), 80-14 Lux 


sin X 


finalement 87 (x) = 


on pose п d'où h=foU 
sin X 


U est dérivable sur Lag 
f est dérivable sur L co, 0| 


et U(x) = «0 d’où U(x)e F oo,0] . 





sin x 
donc h est dérivable sur lE x, ol 


— COS X 1 


sin^x 1 
2.12 — 





h'(x) ZU'(x)-f'(U(x)z +1 





sin x 


d'où Viel pb 
212815 х -sinx 
Noe -x +] HS. 


stan -x +1 dérivable et strictement positive sur IR 


d’où x L—owvx^-x-1 est dérivable sur R etona Kann 
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» LI 2 we 
dérivable sur IR par suite f est dérivable sur IR et f'(x) = с +1 
| 24x^ -x «l 


MED se > s: 
naje Iq AX xl 


24x^ -x +1 
f'(x)20 équivaut à 2x -142Nx^ -x «1-0 Soit EE 


1 Ї 
Ou encore x? SE гавлах 


D'oü 1-2 impossible donc f'(x) 0. 


f' est continue sur R et f'(x) = 0 donc f' garde un signe constant sur R 


celui de EE donc f'(x)»0. 





] 2 
(x -х+0-(к+1) 


Jx? -х+1-х--— 


Im (х) 2limy/x^ —х +1 execclim 


2) f est continue et strictement croissante sur IR. donc f réalise une bijection de 
R sur [,- oo| 2 J . 
Vx є LL + oo] il existe qu'un seul y € IR tel que 


(у) =х e ҹу? -yHdeyslzoxe y? -y*lex-y-- 


2 
Ou encore у? -уул- к-у-3| 
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D'où у? ET Фу!?-2ху-х-у 


x? -х- 
y(-2 + 2х) = A шү donc Wee 
4 2Х-2 


2 
X'—-X-— 


4 


Vx є |l, P ees 
xe | + oo (x) TE 


3) f(0) == et f'(0) == + 0 donc f^! est dérivable en 2 


aj (3-2 


4) a) xI tgx est dérivable sur HS et f est dérivable sur IR 


Alors g est dérivable sur HM 


b) Yx € HA g'(x) = (14 tg?x)f'(tgx) »0 


саг 1418 х » 0 et Vx eIR, f'(x)>0. 
Im tgx =—0 et limf(x) 21 donc lim g(x)=1 


T 
Х-»| —— 
2 2 


lim tgx = +оо et limf(x) = +оо donc lim g(x) = +оо 


x 
Х-»-- 2 
2 





Wal ZZ et 1-3 zl Zen 
4j 2 3 6/ 3 4 3 


D’après le théorème des valeurs intermédiaires on déduit que h(x) = 0 
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admet une solution o e |- |, E a SS 0 Sf(a)=a+l 
D'où l'équation f(x) = x + 1 admet une solution oe | -1,- al 
2) f est continue, dérivable sur | — 1,0 | et f'(x) Rn on 


-1<х50 © 2220 donc cos x >0 et іп x <0 
4 4 4 4 


Donc f'(x) «0 d’où: 





D 1 
e f est continue et strictement décroissante sur |- L 0] et f(—1) = 5 


et f(0) = 0 alors f réalise une bijection de | - 1,0 | sur | z À 





3) a) D’après la 1°) question 4-2 et -Z e[-10] 


d’où EIER | 
4) 3 | 


f est dérivable en -3 et Ci -Тан -2) el A Si | 20 


donc f^! est dérivable en i et (f OI 








f^ (y) 1 
b) lim - lim = lim ————— = 
um y x07 x san f(x) — f(0) 
Х-0 
саг lim 27-49 ou =0 et Ё'(х)<0 etona E !(0)20 
x0 X — 


d’où f ' n’est pas dérivable en 0. 
Д) f^! n'est pas dérivable en 0. 
f est dérivable sur E 1 0 et pour tout хє|- 1 ,ol ona: f'(x) z0 
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l » 
БЭ) 


alors f^! est dérivable sur f (| -1,0 )- 0, Я et (f !)'(y)= 
s] "5 ` —| 7 1 2 
on pose f (y)2x d’où (f )(y)2———- 

f'(x) E T 
ic Ee 


f'(y-sx e f(x) =y e sin? xy e sin x-£Jy 
Or sin x «0 donc sin x = y. 


On sait que cos! zx =l-sin? x -1- y 


2 2 
[cv yeu————5 ee. ow уе 
perenne oon - ny cy ene 9 -wy-yi 


ЕТ l 2 — 8 
EE 2-25. 
4) JDL лх43 


4 16 
1) Df = {x € R telque2 - 2x 20] = Lal 
x > 2 — 2х est dérivable et strictement positive sur L со, il 


donc f est dérivable sur |- >, Ц et 


donc cos x = -у Or SE -0 d’où cos x = 1— y 


l -2 


| 
z MET 3 = 
jg LI ËU 1,0723). lim2? (1- x) a 


xl x-—] l Х-1 
donc f n'est pas dérivableen 1 d’où D, = |+ co, I|. 
1 E -2 
2) Vx € |- o1]. fG)-zQ-2x) 1.C2)=—— <0 
3(2 - 2x)? 


1 1 
lim f(x) = lim(2 - 2x)? = +оо. lim f(x) = lim(2-2x)? =0. 
X—-o0 —00 xl xl 





3) f est continue et strictement décroissante sur H %,1] 
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donc f réalise une bijection de |- оо, 1] sur [0,+ oo| = J . 
4) а) f est dérivable sur F оо, I| et f'(x) + 0 alors g est dérivable sur 10, + of. 


gy)-g(0) у. 





dérivabilité en 0: п ; =D 
x — 1 
саг ыза; = —oo donc g est dérivable en 0 
l X — 
d'où D, =[0,+ <|. 
1 Е 
b) Vx є |0, + œ| g'(x) = оп роѕе хе 
) Vx € |0, + œ| g'(x) pu D y 
2 
] 3 = 
=—— =-—(2-2y) хаг) 
f 2 
1 
х-(2-2у) 
Фой gG)- 7x pour tout x € |0, + <| 
et ona g'(0)=0. 
21 - f 2 
t a (у)=х 
x € [0, + ol y €l- o1] 
l 3 
= 3 2-Х 
(у) =х e (2-2y} =x © 2-2y=x © у= 2 


vx e [0,+ ol CODES 


(х) = 


Опа: = «х1 c 3 SET =» — | <cos xx < 0 





cos? TX 


| 1 23 
donc соѕлх #0 sur В ] ,Xl——9cosnx dérivable et non nul sur 


|В ] donc f est dérivable sur I| 1 


1 2соѕлхѕіплх 25іп тх 
2) Pour tout x dr ОЕ EE 
2 COS TX COS" TX 
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1 T 
22 ome a => coszx <0 et sinux20 


d’où f'(x)x0 
e f(x) 0c sinzx 2-0 < xl. 





+ оо 
T 


f(1)=1; limf(x)2-o саг limcosrx =0. 
BH py 


! | И 1 
3) f est continue et strictement décroissante sur 5 ‚1 


| eos 1 
donc f réalise une bijection de Ha sur |1,4901-1. 


4)a)e Опа: #1) 21 © g(1)=1 
On sait que f est dérivable en ] et f'(1) 20 


. gy)-g(D ,. 1 "Р 
lim == Im = — donc g n'est pas dérivable en 1. 
EN уз 72» 10) 80 PUE 
Х-1 

° (2)-« < 20 Бус г-ын €» cos? ee 

3 3 cos nx 3 4 

3 3 

с» ие ou UL DTE or coszx < 0 
donc em c mx == 2k ou пх = Dem 


«> NUIT xctl gk or x € 21 donc со 
6 6 2 6 


f est dérivable sur ы | donc f est dérivable en 2 ; 


f B = SSC 2-0 donc g est dérivable en - 
6 343 3 
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(2 E 58 
et g| — | = —— 
E 














3 a 8 
6 
b) festdérivablesur IE 2 est — sur |1,4- oo | 
M на SEEN 9" c» 
в'(х) = on pose g(x)- y d'où gx) = 2859 
f "e f à 2 Sin ту 
g(x)=y © x-f(y) © x= | ud em 
x 


соѕ“ лу 


| 1 | 1 
€ l-sin? ny «— «€» sin? ny «1-— 
х x 


е | | 1 
On sait que cos ty «0 et sin ny > 0 donc cos ty =—,|— 
X 


2111 
et sin лу = fest d’où р(х) = 2 = 22 
V x l 2хух-1 


2,1- 


X 
g 1)a) f est continue et dérivable sur |0,2|. 


f'(x)- z| 1-4 tg^ — 28 4 D| >0 donc f est strictement croissante sur 


10, 2 | et continue n f réalise une bijection de 10, 2 | sur 


f <}0,2 [>= lim го), тг) =1 

-x—0* 2” 
limf(x)- lim tg (x +1) = –оо car lim- (x + 1) zB 
0* x>0 (2 o 2 2 


limf(x)- lim tg — (x + 1) = +00 car lim (x +1) 42 
27 27 2 27-22 2 


donc Ј= ІК. 
b) f est continue sur |0,2 | => h est continue sur IR. 


f est strictement croissante sur |0,2 | 


— hest strictement croissante 
sur IR 
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С,-5,С,): А:у=х. 
ex—Ü et x—2 sont les 
asymptotes de C, . 
° y=0 et y=2sont 
asymptotes de C, . 

2 8) Уз 


Бос ыа у= 





43 


Л 
etg—í(x-1)---—- 
SEN ) 3 


гэ mabes ИРЕНЕ ak 
2 6 3 


43 


EE keZ or xe|0,2| donc х= donc (5-4 


Fest dérivable'en ^ et däer (3-0 шагай ан 
3 лээ 2 6 


donc h est dérivable en E et dä ———— 


1 
f'(h(x)) 


3) a) h'(x) = on pose h(x) = y ou encore f(y) = х 





0 A R et t +I) =x 
y Т, 2 Л 

-11418 -4Уу-1 

a 8 ek | 

de EE 

Tax?) п(1+х*) 
2 


b) p: IR" — R; EE . 
x 

f est dérivable sur 10, 2 | et pour tout x € | 0,2 | (х) #0 

donc h est dérivable sur IR. 


1 ло». * ` ^ot ж 
x -—— est dérivable sur IR^ d’où p est dérivable sur IR ; 
X 


iz ANM) 
A A 
71 


Fonctions continues et strictement monotones Solutions 


2 2 2 
h’ Lee ES E 
р(х) =} (x) 2 En Si n(l-x^) m(x^-1) 
2 


X 
donc р(х) est une constante, р(х) = с. 


p(D2h(1) + h(1) = 2h(1). 


h()-x e #(х)=1 e Ganz 
— (x+ = ky РА EN 
2 4 2 2 
Or xel0,2| done х= d’où h()-2: рб)= 2h(1) =3. 


3 d 
2 
1)а) f est dérivable sur =, 2 et f'(x)2cosx 20 


f'(x) = 0 équivaut à = OU x =—— 
(x) 20 ёд 5 2 
| -N T "ET 
donc f est continue et strictement croissante sur E i d'ou f réalise 
Sr -7 л 201 
une bijection de ЕЗ sur |-1,1| par suite CT existe. 
b) f^ үз — x équivaut à ELE or x € = 
2 2 2 2 
d'où х= ainsi f” КА „Л. 
3 2 | 3 


f! - 3 Ec S ү" EIE 
2 6 2 4 
с) Һа) «f (a) - f~! (-a) 


On pose f '(a)-a etf (-a)-f avec ае p= =, 


| 


tala 


ou encore a —sina et —a = sin B 

donc sina = sin(-) équivaut f(a) = f(-D) 

or f est une bijection d’où а = —B ou encore а + B= 0 
soit f !(a)+f (а) =0 ainsi Һа) 20 

d) sinf ! (x) 2f(f (х) = х 


12 





Fonctions continues et strictement monotones Solutions 


cos? гэ Go] + sin? гэ (х)|= 1 or созі! (х)|> 0 
Фой cos|f”! (6|-41-х2. 

2) a) g est dérivable sur (0,л| et р(х) =-sin x «0 
g(x)=0 сох-0 ou x-m 
g est continue et strictement décroissante sur (0, z| ; 
donc g réalise une bijection de |0, x] sur [- 1,1]. 
ainsi 877 existe et elle est définie sur |- 1,1] | 
Б)08(87 (x)}=geg" (х)-х 
on sait que cos? х + sin? x 21, x € [0, x] alors sin x 20 
par suite sin x = ү1 – соѕ? x ainsi sing" (х)]= 41-х2 
с) g (х)-0 et g 1 (—x)=B avec a et BelO, z] 
x =g(o) et —x = g(B) ou encore х = соѕа et — x =cos B 
d'où — cosa = соѕ |3 soit cos = cos(x — 0) 
donc B=x-a par suite р (-х)-7-8 (х) 
d)cosx =a ou encore cosx = cos(g (Gi 


équivaut à x = р! (а) -2kx ou x=-g (а)-2Кл avec keZ 
л Л 
3)а) Ора:-- <f (x)<— 
)a) 2 (x) S 
ou encore — > —f `! (x) 2-1 en ajoutant T on obtient: 2 — — f^! (x)20 
2 2 2 2 
b) cos 2-17 lach" (х)]=х. 
c) Pour montrer que f^ (х) + g ! (x) => il suffit de prouver que 
/ S : 
CG Ee 
2 
Л Л 
--Ё (х) | -со88--Ё (х) |= х 
Е ( | Ё ( ) 


gg (x)-x D'où "E SE: о) -g(g (x) ог : E) et 


g (x)e [0, л et g est une bijection donc 3 -f'(x)ag'(x) 
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VA 1) a) f est dérivable sur - zz] 


2 
et f'(x)=1+ 2sin xcosx 21 $10 2х. 


e f(x)=0 e sin2x--1 — 2x=— + Menen Ke + kr 





b) On remarque que les deux droites ont le même coefficient directeur 1. 


| 1+sm2x,=1l sin 2x, = 0 
ЇГ'(х„)=1 © ло л| e л л 
Xp €| -——,— Xp El ——,— 
2-2 2,2 
2x, = kn, keZ : 
л л €» X, =0 ou X, =— ou X, =—— 
Xo € 7272 2 


en x, =0 le point O (0,0) et T,:y=f'(0)x +f(0) d’où T, : y= 


en х, = je point NEE et. T. yi | х-2р 
2 


-ь 
© | a 
ые е 


d'où T, :yzx-«I 
2 
en x, —— le point B de et T,:y=x+1 
2 22 SC 


2) a) @ est dérivable sur | x et ф'(х) 2 -1- sin2x 


SE) — 1] <sin 2x €1 donc sin2x - 1x0 
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e sin2x-1 <> daf 





b) (2 =Q alors Si x E et @ strictement décroissante 


alors ф(х) > Ө donc ф(х) > 0. 


| Л | — Л 
х» 5 et strictement décroissante alors ф(х) < (Z) 


d’où ф(х) <0. 


Position de C et T, : 
4 


] л 1] 
f(x) — See Х 
(x)-y 175 T (x) 


хє | 0,2 | , ф(х) > 0 donc f(x)» y d’où C est au-dessus de T, 


4 


Si хє | E | , ф(х) «0 donc C est au-dessous de T, . 


4 


B/ 1) g est dérivable sur | м x , g (x) = 2cos 2x 


Пах @ ——<2х<-— = cos2x 20 
4 4 2 2 


g(x)20 o cos2x=0 © 2x = + kr Bi vi 
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; : | тл 
g est continue et strictement croissante sur | ЭЕ”: i 


donc g réalise une bijection de | 23 sur [0,2]- J. 


T 


Tt 
-2ё» Сб(2)=—; 
d E 


24-2| 4 < Oo d 


g(0)=1 <> С0)-0. 


3) a) g est dérivable sur | zx et g'(X) = 0 sur | - 


i 
'4 


ERIS 


alors G est dérivable sur |0,2 [. 
Dérivable en 0 de б: 
lim S00 = GO) = lim Wu - 





"M 
= +оо саг g| – — |= 0 
y0 y PS T | 3 
4 09-85 z) 
БЕИ А. 
T 
х +— 
ven HU ` OI s саг (5 ]-o 
у»2 у-2 4 


donc G n'est pas dérivable пі еп 0 ni en 2; d’où K = 10,2 P 
EM NR 
g'(G(xX)) gy 


avec y -G(x) e g(y)-x 
y 


b) Pour tout x € 10, 2 [. G'(x)- avec y = G(x) 


G'(x)- 





2cos2 
g(y)=x o l-sin2y-x < ѕіп2у=х –]1 
donc sin? 2y = (x – 1)? or sin? 2y 21- cos? 2y 
d’où 1— cos? 2y = (x – 1)? par suite cos 2y =1- (х – 1)? 
< с082у-41-(х-1) ou cos 2y = -J1- (x - ^ 
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Or уе l-52] ou encore ye 1-3 | don с082у»0 


474 


Ainsi cos2y — 41 “Gp 


1 l 1 


H= Nes enr -24Х(2-3)| 


ш 
2 


Par suite G'(x)= 


x-1 1 
NT —— — G(x)* —4 G(0) 
di ле. Ж 2 2 
x0 X х-»0 Х 
та GG) = GO) ` 
0 2 X 


Donc h n’est pas dérivable en Q. 


ВО) RO wl 00)-00) — 
ST Ge 222 х—2 


Donc h n'est pas dérivable en 2. 


b)h(x) = ын — G(x) est dérivable sur (0,2 |. 


1 Х(2-х)-1 
2 з оз). 24 x(2 — x) 
Һ(х) = 0 e xQ - x) )-120 eG 4x(2-x)=l& xQ-x)-1 


e -x!42x-120 e x=1 
Si хє |0,1[ , h' est continue et h'(x) = 0. 
Donc h' garde un signe constant d’où le signe de h'(x) est le signe de 


KER 
EI Z —<0 d’où h'G)«0. 
2 3 
E 
4 
Si хє[1,2[ h' est continue et h'(x) + 0 donc h' garde un signe 
43 


SS ed 
constant est celui de 18 or AE 2 «0 donc h'(x) «0 


2 
E 
4 


МӨ0-2-010- 
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2 4 





TEE et Wäi 


Л COS ЛХ 


М» a) f est dérivable sur | - | LR) = —— 
2 2 (1 + sin xx) 


1 1 T T 
——«Xx«-— ou encore EE alors coszx > 0 


: ; 1 1 | 
donc f est strictement croissante sur | - 272 et comme elle est continue 


Фой f réalise une bijection de | - i sur [К = a 
2 2 4 2 2 
1 
] + sin zx 


b)  -1-х ә (х) =-1 e1- --]e sinzxx--— 


| 1 1 1 
or xe |-—,—| donc x 2-— 
2-2 6 
Г 1\1 1 
0)=0; е|—|=— ;р—|=— et gl-1-42]--— 
g(0) B 11) 3 £ el | | 


3 6 
; 
й 


м | ~ 


2) а) f est dérivable sur - 








et f(x)-0 e «== alors 8 est dérivable sur EE: 
ухе ce 3 а оп pose Ё! (х) =у 
2 CO (к) 
1 1+ sin лу)? 
вх) == at [(у)у=х 
f(y) T COS лу 
f(y)=x e NER зэв e» RS NE. ИЕ 
1+ sin лу 1+ sin лу 
. TRE X 
ou encore 1 + sin лу = d’où sin лу 2—— ~ 1 = 
1-х 1-х 


“СО 
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2 
2 SR NER eene 2 

comme cos“ Try + sin“ пу = 1 alors cos et | 
-Х 


огл d I|. cosmy 20 donc 1 И Е а 

из Fer — d BE (1 — xy? 

| | ) 

1-х 1 | d 
€ |— oo, 


2255-5328 MEER эд Үй 2 
д.М1-2Х лм1-2хХ(1-х) 

(1-х) 
b) On pose U(x) = соѕх, (х) =g ° U(x) 








par suite g'(x) = 


e U est dérivable sur e gi g est dérivable sur | - zi 
fri D ouk 1 
eVxc 2 шааж Фой О(х) є шон 


lu Л, 
par suite h est dérivable sur Ë 1 i 


Sin x 


лу1– 2cosx(1— cosx) 


1-4 . 1 
3) a) ef est continue sur 0р alors g est continue sur | ~ m 


et (х) = Ох): g(U(x)) =- 


: 1 1 2. E 
donc g est continue sur | —,— |. et g est dérivable sur |—,— 
3 2 3 





L 1 
lors il exist e] Z N жш "(e = 
alors 1l existe un rée EN elque g(a) I 
2 3 
Car DE et DÉI 
"ogg ы уе 
| 1 
———[ =? ou encore ү1 ~ 20(1- а) = — 
dl ~ 2a (1- a) 27 
Soit (1-2a)(1- a)? =—— 
Tt 
b) pp BED BC y SECH, eu кю 
t— t— == 
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1)a) f est dérivable sur | SH , f'(x) = Лет 
2 2 (l+ sin xx) 


1 1 T T 
DOS ou encore v SS alors соѕлх > 0 


| 1 1 ; 
donc f est strictement croissante sur | — E et comme elle est continue 


d'oü f réalise une bijection de | +3) sur 
Ото 
E 2 2 
2 
1 | Ї 
0) g(-D-x Sfi) «1--г---5-165 sinnx-—-- 
] + sin xx 2 


11 l 
or X€ |-—,—, donc x = — 
| 2 d 6 
1 1 1 1 1 
0)=0; р -—5g-—|-— et gl-1-«X2]--— 
g(0) Ө D 5 d | | 

л + 1 1 

2) a) f est dérivable sur 1- D 


et f'(x)=0 €» x = alors g est dérivable sur | — ©, 1 -К. 











1 1 -1 
Vxe|—o,—| р(х) 2————— onpose f (х) = у 
| d TO "Go 
| 1 ] + sin ny)? 
gon CPE A {(уу=х 
f'(y) T COS лу 
(01:53:25 quod E E eel ТЕ 
] + sin xy ] + sin xy 
| Ї M 1 Х 
ou encore ] + sin ntry 2——— d'où sin zy = -]- 
1-Х 1-Х 1-Х 
2 
comme cos? лу + sin” лу «1 alors cos? s -i- [A | 
-Х 


On sait que Ex cosmy 20 
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x ү 1-2хХ 
Donc cosy = Я| | = 5 
1-Х (1— x) | 
| | | 
1-х 1 | d 
ЭЭР Є |— oo, 


=———vNN Vx 
п. V1=2x л41-2х(1-х) 
(1— x) 
b) On pose U(x)=cosx, h(x)=g ° U(x) 








Par suite g'(x) = 





e U est dérivable sur Е 1 d , g est dérivable sur |- оо d 
п E ee 

e° V X d a —1<cosx 2 d'oü DEER 

par suite h est dérivable sur Séi 


et h'(x) = U'(x) : g'(U(x)) E sin X 


лА41-2с08х(1-совх) 
1 


| l 1 : 
3) a) ef est continue sur RE alors g est continue sur |— E 


Donc g est continue sur E . etgest dérivable sur D m 
3 2 3.2 


2 


à 


Alors il existe un réel oe | 


Car 11: et DÉI 
Чо 9 AI 6 


] ] 1 
———=——=24&\1—20(1-@)=——Ф= Te Sm 
nJ1- 2a (1 — a) 2n 4л? 


7 


| tel que мас 


мә | — 


! 
3 


— 


w | н- 


1 
2 


b) i, BI 0 - g(e - t) 2 jg BEE) , 8@=t)- gl 


1-»0 t 1-90 { -1 


-81(0)-8(0)-26(0)-4 
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Chapitre IV 
Etude de fonctions 


Soit f une fonction, D son domaine de définition et С sa courbe 


Représentative dans un repére orthogonal (O, 1. 3) | 

1) Parité : 

Ш í est paire < pour tout хє опа: -хєр et #(-х) = f(x). 

Ш f est impaire pour tout xe ona:-xeD et f(-x) = -f(x). 

Conseil :Si f est paire ou impaire, le domaine d'étude est réduit а: Do[0, +c [ 
W Interprétation géométrique : 

Sifest paire alors C présente une symétrie par rapport à l'axe (O, Jj; 


Si f est impaire alors C présente une symétrie par rapport à l'origine du repère. 
2) Périodicité : 

Définition : f est périodique de période T si et seulement si pour tout 
xeD,ona:x+TeDetf(x+T)=f(x). 


Ш Conseil : Si f est de période T, l’ensemble d’étude est réduit à un 
intervalle d'amplitude T contenu dans D. 


Ш Conséquence graphique : 
La courbe de C de f s'obtient à partir de la portion de la courbe tracée sur 


l'intervalle par des translations successives de vecteur ki ой k est un 

entier relatif. 

3) Centre de symétrie : 

A(a,b) est un centre de symétrie pour C si et seulement si pour tout x e D. | 
24-ХЄ et f(2a—- x) = 2b- f(x). 

4) Axe de symétrie : 

A:x =a est un axe de symétrie pour C si et seulement si pour tout xe D , 
2a—-xeDet f(2a - x) = f(x). 

5) Branches infinies : 


Ш Si limf(x)e {— ©,+ oo! alors la y 








C'est une 
asymptote 
verticale 


droite 
d'équation x =a est une asymptote à 


C, quand x —a ; 
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Ш 51 lim f(x)-a alors la droite 


d'équation: y =a est une asymptote 


C'est une asymptote 
horizontale 


à C, quand x —— o ; 





Ш Si lim f(x) e Í+ œ,- со} et si la fonction s’écrit de la forme : 
f(x) =ах +b + р(х) avec lim g(x) = 0 alors la droite d'équation : 


y =ах +b est une asymptote à C, quand x ——»o. 


Si non :on calcule 1 TO. 
X-200 x 


v f(x 
15 cas: Si lim (x) 
X — co x 
la branche infinie est une branche 
parabolique de direction (x ° x'). 


= 0 dans ce cas 





: TEE ee, 
2^. cas: Si lim 200 E {+ 0, — oo] 
х —> C0 Х 
dans 
ce cas, la branche infinie est une 


branche parabolique de direction 
(yy). 





3775 cas: Si lim оа а, on calcule SES їр 0) i axJe + 90, оо} 
| E alors la branche infinie est une 
lim roi - ax] (a =0) branche parabolique de direction la 


a) Si lim [f(x) Ss ax | hab droite d’équation : y =ах. 


droite d'équation: y =ax +b est 
une asymptote à С, au voisinage 


de co, 
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ENONCES 


H Soit (О,1,ј ) герёте orthonormé. 


Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f dans chaque cas : 


а) (х) =х+1+ үх +1 b) f(x) = x + Vx? +1 
1 

с) х) = х АХ-1 а) х) = x - ——— 

J4x^ +1 


М? Sat IR —— IR; х — x+ - . On désigne par (C ) 
X° +] 





sa courbe représentative dans un repère orthonormé (О, 1, 1) 
1) a) Calculer lim f(x) ; lim f(x). 

b) Dresser le tableau de variation de f. 
2) On désigne par (T) la tangente à (C ) en O. 

Etudier la position de (C ) par rapport à (T). 

Déduire que O est un point d'inflexion de (C ). 
3) a) Déterminer les asymptotes à (C ). 


b) Construire (C ). 
4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que l'on 
précisera. 
b) Soit f `! la fonction réciproque de f. 
Montrer que f^! est dérivable sur J est calculer (f^^ )'(0). 
X 


V1-x° | 





On considère la fonction f définie par f(x) -1- 


1) a) Déterminer le domaine de définition D de f. 

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D. 

с) Etudier les variations de f. 
2) Montrer que la courbe représentative (C ) de f rencontre l'axe des abscisses 
en un seul point dont on déterminera son abscisse. En déduire le signe de 
f(x). 
3) a) Montrer que le point I(0,1) est un centre de symétrie de (С ). 

b) Etudier la position de (C ) par rapport à sa tangente T en I. Que peut-on 

déduire ? 
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c) Construire (С ). 
4) a) Montrer que f réalise une bijection de D sur IR. 
1-Х 


4x? -2x 42 | 


5) a) Montrer que l'équation f(x) = х admet dans D une solution unique a. 


b) Montrer que pour tout x € IR ,f ~ (x) = 


Vérifier que o € bal 


b) Montrer que pour tout x € [ оп а: DECH - ol < . — oj 


Soit la fonction numérique définie sur IR par f(x) = -x° + 6x? — 9x +1de 
courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (O, ij ) (unité 1 cm). 
1) Calculer f (х) , étudier son signe. Dresser le tableau de variation de f sur IR. 
2) a) Ecrire une équation de la tangente (T) à (C) en xo =2. 

b) Etudier la position relative de (T) et (6). 
3) Démontrer que О (2 ;-1) est le centre de symétrie de (©). 
4) Représenter graphiquement (6) et (T). 
5) Justifier que f(x) = 0 admet trois racines x; < x; < xs. 
6) Discuter graphiquement de l'existence et du signe des solutions de 
f(x) = m (m e ÍR). 
Soit la fonction numérique g définie par : р(х) = х+1+үх?+ 2x 
et (C) la courbe représentative dans un repére orthonormé (O, Lj ). 
1) a) Déterminer le domaine de définition de g. 
b) Etudier la dérivabilité de g à droite en 0 et à gauche en -2. 
c) Donner le tableau de variation de g. 
2) a) Montrer que la courbe (C) admet une asymptote oblique (D) en +оо. 
b) Etudier la position de (C) par rapport à (D) relativement à IR, 
c) Construire la courbe (©) 





у х?-1 
Х 


| ЛЕ o 1 
\6/ soit la fonction numérique définie sur [1 ;+co[ par f(x) = SE 
On désigne par (6) sa courbe représentative dans un repére orthonormé 
(О, i,j ). (unité 2 cm). 
1) a) Démontrer que la droite (D) : 2y -x +2 =0 est une asymptote à б en +оо. 


4 x?-] 


b) Justifier que pour tout x ell, + oo[ ; —— <1. 
X 


En déduire la position relative de & et D sur [1,+оо[. 
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2) a) Calculer lim 2-1: 
h—0* h 
b) Interpréter ce résultat en terme de dérivabilité (à droite) pour f en xo 71. 
3) Etude d'une fonction auxiliaire. 
Soit р(х) = x? /x?—1-—2 définie sur ]1,+оо[. 
a) Calculer g( J2 ). 
b) Montrer que g est strictement croissante sur ]1,+о/. 
c) Déduire de ce qui précède , le signe de g sur ]1,*oo[. 
4) a) Calculer Р(х) . Montrer que Р est du signe de р sur ]1,+оо[. 
b) Dresser le tableau de variation de f sur [1 ,+co|. 
5) Représenter graphiquement la courbe (6). 


On considère la fonction f (x) =Vx2-3x+2 . On désigne par (C) 
sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, Lj » 
1) Déterminer le domaine de définition de f. 


| : | 3 € 
2) Montrer que la droite d'équation x — 5 est un axe de symétrie pour la 


Courbe de f. 
Soit g la restriction de f à [2,+ool. 
3) Calculer g'(x) pour x €]2, +co[ et dresser le tableau de variation de g. 
4) Montrer que la courbe (07) de g admet une asymptote quand x tend vers +оо 
Dont on donnera une équation. 
5) Préciser la demi tangente à la courbe (07) au point d'abscisse 2. 
Tracer la courbe (07) de g. 
6) a) Montrer que g réalise une bijection de [2,+co[ sur un intervalle que l'on 
précisera. 
b) Expliciter la fonction réciproque g` de la fonction g. 
c) Tracer la courbe de р dans le méme repère que la courbe (27) de р. 


fx) = Jx^*x-x-1 si x <-1 
Soit la fonction f définie sur IR par : Р х2 DE 
( 


x) = ——— sl x > -] 
ХЭС! 
(C) désigne sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, ij ). 
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point (-1). 
2) Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes A, etA, que l'on 
déterminera. 
3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (6). 
4) Soit g la restriction de f à l'intervalle I —]-oo,-1]. 
a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle que l'on 
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précisera. Soit 87 la fonction réciproque de g. 
b) Tracer la courbe (©?) de g ! dans un méme repère (O, Lj ). 
5) Soit la fonction h définie sur IR par h(x) 5 x! —x2 -x -1. 
a) Dresser le tableau de variation de h. 
b) Montrer que l'équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle o. 


c) Vérifier que a € Bd 


d) En déduire que (6) rencontre la droite A : y = x en un seul point. 


Kee? la fonction Ё: IROIR ; x > xt x?-2x 

1) a) Déterminer le domaine de définition D; de f et les limites 
aux bornes de De 
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et 2. 

c) Etudier les variations de f. 

2) Soit (©) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repère 
orthonormé (O, Lj ) et soit la fonction g définie par g(x) = x- V x?-2x , et on 
désigne par (C?) sa courbe représentative dans le repére (O, ij » 
a) Montrer que (©) admet deux asymptotes à déterminer. 
Vérifier que leur point d'intersection О a pour coordonnées (1, 1). 
b) Montrer que (67) est le y symétrique de (©) par rapport à О. 

3) Soit (H) la courbe d'équation y? -2xy +2x = 0 dans le repère (О, Lj ). 

a) Montrer que H = (Qu (6) b) Construire (H). 

1) Etudier les variations de la fonction g définie par g (x) = V4 - x 

et construire sa courbe représentative (Г ) dans un plan rapporté 


à un repére orthonormé (O, Lj ). 
2) Soit f la fonction définie par f(x) - LN е 
X 


a) Etudier la position de la courbe représentative (C) de f par rapport à (Г). 
b) Etudier les variations de f. 
c) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une seule solution o dans 


| "nt i 
l'intervalle |-оо,4| et vérifier que a. є He ; 


d) Construire la courbe (6) dans le même repère (O, Lj ). 
3) Montrer que l'équation f(x) = x admet dans] 0,4] une solution unique хо. 


7 9 
Vérifier que x, el—;—[. 
que x, 5 a 


4) On pose h (x) = f(4 cos x) pour tout x € [71 
87 
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+ « ^ a .. . T 
a) Démontrer que la fonction h réalise une bijection de II sur un 
intervalle J que l'on précisera. On note h la fonction réciproque de h. 


b) Etudier la dérivabilité de h? en T 


c) Calculer h ( 2 ) et déterminer le nombre dérivée de Hl en C - 42) 


Х 


NV Soit f la fonction définie par f(x) = -1 + SC 
Х - 


1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux 
bornes de son domaine de définition. 

2) Dresser le tableau de variation de f. 

3) Soit g la restriction de f sur l'intervalle] 1, + «cf. 
a) Montrer que g est une bijection de ]1+ =<[ sur un intervalle I que l'on 
déterminera (on note g ! sa réciproque). 
b) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction g`. 
c) Exprimer g' (x) pour tout x € I 





d) Déterminer le domaine de dérivabilité 46:87 et calculer (87) 5 : 


4) a) Montrer que l'équation g(x) = x admet dans l'intervalle] 1,+cc[ une 
solution unique о. 


b) Construire dans un méme repére orthonormé (О, 1,) ), les courbes 


respectives G, et б. 





| T 
Si X — 
COSX 2 


Е EEN 
5) Soit h Ја fonction définie sur]0,—] раг: 
T 
h(—)20 
C) 
a) Montrer que h est continue à gauche en Ç | 


b) Montrer que h est dérivable sur (0, — [ et calculer h'(x). 


с) Déterminer l'expression de h(x) pour tout x e, 21 . 
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CORRIGES 


VA f(x) = x +1 +/х +1 ; Dez [-1, +о[ 
n lim 1 f(x)- lim x+]+./x+1]=+ co 


Jx+1 + 
* lim К debui B — lim jii. | =] 


X0 X X — +00 x x Ee Х Х Їх +1 


+ 
Car lim ын et lim 20) et lim | -0 
\/х +1 











X—+0 у хә+о у 
* Hmf(x)-x=liml+./x+]=-+ oo 
+00 +20 


donc Gr admet une Branche parabolique de direction la droite у = 1. 


b) х) = x +4/x? +1 ; Dez IR 


* lim f(x)=- oo 


X—>+20 





NP xfi 
* lim O eent AV ые шигээр 1+ =2 
X— +c Х +20 Х +20 X TOO X 


+ 
* lim 1 ({(х)- 2х)= lim /x^ tl-x-lim——————— 201) х = Е NN NEN | 
vu хор Т 
donc y = 2x est une asymptote au voisinage de Lo 
мэ | (x+4/x2+1)(/x? +1-x) = xH- X 1 
“Ши х) = т — im =m = 
m T Vx?+1-x æ 4 Х241-х "2 Jx2+1-x 


Donc y = 0 est une asymptote au voisinage de -oo. 
c) f(x) 2x Jx-1 ер; = [1, Zo 


* limf(x)2-o et * im X-] 2-400 
+20 +o у +00 
donc Gr admet une Branche parabolique de direction (уу?) en +оо. 


d) f(x) = x - ;Drz IR 


1 
Jx? +1 | 
lim | -0 et lim | 


On déduit que y = x est une asymptote бу au voisinage de +оо et de -oo. 








-0 
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ç l)a) lim f(x)= zu 


x й lim (e 

ек ы 7 414 x? 
1 

lim f(x) = lim x| 1+ — +00 

X—> +0 x—> +0 | ==) 


b) x — 1 + x* est dérivable et strictement positive sur IR 











donc x -— | est dérivable sur IR est par suite 
14 x^ 
х —> = est dérivable sur IR donc x | —— f(x) est dérivable 





414 x? 


sur IR et on a pour tout x € IR : 


АТ 2x7 
| 2 
FC = = == It Spa 


l 
=] +—— >l. 
1+x° (1 x ^1 x? 





2)T:y -f'(0).x +f(0). 


f(0)=0et f'(0) 22d'oü T:y 22x. 


(1-1 +х?*] 


Х х(-х?) 
— X = Á—— = ———————————— 
V1+ x? l+ x° М1 i+) 


donc le signe de f(x) — 2х est celui de (-х). 





Ї(х)-2Х- 







+ со 









Position de (С) 
par rapport à (T) 


(С) est 
au-dessus de (T) 
Ona C NT= {O(0, 0)! .comme la courbe (C) traverse la tangente en O 


(C) est 


au-dessous de (T) 


d'oü O est un point d'inflexion pour (C) 
3)a)e Опа lim f(x)=- donc la courbe (C) admet une branche infinie 


au voisinage de (—oo). 
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im i9 s ийг | =1. 


X—>— X X—-—o0 1 + x° 


lim (х= х]= lim Ха Ш эз 
Х--»--с0 hx? А |! 
2 
\ X 


Donc la droite (D) d'équation: y =x est une asymptote oblique à 








(C) au voisinage de (-со). 





e lim f(x) = +оо donc la courbe (C) admet 


X —>+00 
une branche infinie au 
voisinage de (+оо). 


e (Жу х ] 
lim —— = lim 14 
хэ+о X X— +00 H + x^ 


lim [f(x) - x] 2 lim — 


X — +00 X —> +00 hax? 


D == 
X — +00 1 
ре 
A 





=], 





Donc la droite (Л) d'équation y = x +1 est une asymptote oblique à (С) 
au voisinage de (+оо). 
4) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une 
bijection de IR sur J- f « IR >= IR. 
b) f est dérivable sur IR et pour tout x € IR. ; f'(x) z0 ; donc f™ est 


dérivable sur J=f « JR ze IR. et (£^) (0) e —À—— =_= 


CO" ou f'0) 
zZ Da) D= Ке telque1-x' »01-1-14| 


b) x1- х? continue dérivable et strictement positive sur F 1, l| 


Alors ХЁЕ-- : 
41-х2 


d’où f est continue et dérivable sur LL. 


-41-x* бус 3 


D | - 


continue et dérivable sur |-1,1| 





2V1- x^ ed 
с) Yx € H1, 1, (х) =— z-———————— «0 
| | (EEN (1-х2)41-х2 
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donc f est strictement décroissante sur F 1, iÍ. 


2) f(x) = 0 équivaut à V1- x^ =x ou encore 1— x? =x°et x 20 


| 1 : | 1 
soit х= " d’où C rencontre l'axe des abscisses au point d'abscisse ШД 


51 2 үг alorsf(x)z 0 et si 25 alors Ї(х) 50 


Х 


J41-x? 





3) a) yx € H1,1[,- x e H1,1[ f(—x) =1+ 


D (= 





= f(x) 


41- x° 


donc 1(0,1) est un centre de symétrie pour C 
b) T:yzf'(0)x + f(0) ou encore T : y =-x +1 

X Уе] 
ак Е === 
41-х2 


3 


=X 
“Aia EC 
1 0 


х)-(-х-1)-1- 


41-х2 





Х - 1 
—X 
Position C C au dessus C au dessous 
et T de T de T 


On en déduit que I est un point d'inflexion. 
c) lim f(x) = +оо et lim f(x) = —oo 
х-»-17 хә" 






donc x--let x=1sont les asymptotes 
de C. 


4) a) f est continue et strictement décroissante sur 
Li l| donc f réalise une bijection 


de 14 sur К. 





b)f"(x)-y eo f(y -x © 1--——— -=x 





ou encore ] — x = équivaut à 
2 


L= y 
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Nu 
(1-x)!- > y ety et 1— x ont le méme signe par suite Үс "E НЕ 
. (EE A . 
solt ly = ———————— comme y et 1-х ont le méme signe 
1+ (1 — x) 
1- Эв = 
Alors цуг ainsi f ! (x) = - 


1 
1-0-хУ 4х2-2х-2 
5) a) On pose g(x) = f(x)—- x 
g est dérivable sur É 1,1] et g'(x) = f(x) -1 comme f'(x) «0 
Alors g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur z 1,1] comme g est 
continue sur |- 1, Ц 


par suite g réalise une bijection de |- Lil sur g(-L1D-R 
car limg(x) = lim f(x) — x = +eo et limg(x) = —o 
m" (-1)* 17 


or Oc IR , alors il admet qu'un seul antécédent oe |-1, tel que 
8(0) = 0 ou encore f(a)-a« 


1 1 1-1 1 Ї 
0)=f(0)=1>0et о —|-f|—|—-—-——-——«Odonc Oe 0,—. 
хаан B Биги: bal 


b) e f est continue sur [ 


e f est dérivable sur 


° veloz osx! «16 EPA cuc «1 


Alors ada <] donc -843 ша 2-5 
5 9 ü0-x)41-x? 9 
843 


9 





D'où | (х) 5 


` яд х . e a 1 
D'aprés le théoréme des accroissements finis sur D 


onapour хє СЯ etae WI 
2 2 


|£(x) – fa) — -a| comme (0)-0| (x) — ol ET - a]. 
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x 1) Р(х) = -3x2 +12 x — 9. 





lim f(x) = lim- x" (1 Еа = +co , de méme lim f(x) = —. 
X—>—00 —оо X X^ X X => +00 


2) a) f(2) = -1 et f (2) =3 d’où l'équation de la tangente (T) à (6) 

en xo = 2 est T: y = 3x -7. 

b) f(x)-(3x-7) = - x? + 6x? -12x +8 = -(x-2). 

Pour x > 2 ; -(x-2)° < 0 donc © est au dessous de T. 
Pour x < 2 ; -(x-2)' > 0 donc © est au dessus de T. 

3) Опа: f(4-x) = -(4-x) + 6(4-xY- 9(4 - x) +1= х? - 6x 2 + 9x - 3. 
D'autre part -2 -f (x) = x° -6x2 + 9x - 3 d’où f(4 - x) = - 2- f(x). 
Donc О (2 ; -1) est le centre de symétrie de (6). 

4) 





5) festune fontction continuesur IR donc d'après le théoème des valeurs 
en particulier sur[0,1;0,2] intermédiaires il existe x, € ]0,1;0,2[ 
et f(0,1) x 0,2) < 0 tel que f(x,) = 0 
avec le même raisonnement on relève que : 
* x; Є]2,3 ;2,4[ tel que f(x2) = 0. * xs є13,5 ;3,6[ tel que f(x3) = 0. 
6) Les solutions, si elles existent de f(x) = m sont les abscisses des points 
d’intersection de (©) avec la droite variable d'équation Л, : y = m. 
1” cas : si m > 1 ; l'équation admet une solution négative. 
2 cas: sim=l:x=0etx=3. 
= cas : sim €]-3,1[ ; il y a 3 solutions positives. 
A cas:sim--3;x-letx-4. 
5" cas : sim €]-o,-3[ ; il y a une solution positive. 
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N/ 1) а) Dg = (x € IR, tel que x? + 2x 2 0} = }-оо,-2] U [0,4-o[. 
erem g(0) ` xtA х2+2х 1+ х(х+2) _ m 


b) lim lim —— —— —— = lim 
) 20 m X x0* ху х2+2Х 
Donc g n'est pas dérivable à droite en 0. 
g(x)-g(-2) 0 NX^2x | х(х+2) 
lim —————- lim ————- lim I+— 
x02) — xt2 x(-2) Х+2 xOC25  (x+2)Vx? Tx 


Donc g n'est pas dérivable à gauche en -2. 
c) La fonction x t> x? 42x est dérivable et strictement positive sur : 


І = ]-оо, -2[ v ]0,+00[. Alors la fonction x + Vx2+2x est dérivable sur I et 
XI x +] est dérivable sur IR en particulier sur I d’où g est dérivable sur I 
et pour tout x eTonag' (х) = 1 psu. E E 


*Six+1 >0< x > -l alors x є]0,+о]/. 

Donc g'(x) 20 зээ tout x є10,460|. 

*Six-c-l1x0-o x <-l alors x є]-оо, -2[. 
-1 


= P х?+2х -(х+1 )| Nx2+2x š 





lim X) = +оо; lim x)= lim —————— 
1 g(x) = +e; lim g(x) = lim —— — = 
2) a) On a : lim g(x) = +оо donc la courbe (C) admet une branche infinie, 


lim gx ВО) dim (14 ны Gr 2 


хэко X X > +00 
1 
[E 1-4х ки 
lim n[g(x) -2x] = lim n (1-х+ х2+2х )= lim а = lim ee, 
X —> +o 1-х- x 2 + 2x X —> +0 1 2 
—-1-,[1+— 
Х Х 


Donc la droite (D) а’ ано: y = 2x 42 est une asymptote oblique en +оо 
-l 


b) Pour tout x EIR , ; р(х) ~ ХЗ 2 Жез = Z 
Es P Vx2+2x+x+1 


Donc (C) est au dessous de la droite (D) pour tout x € IR, 
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c) * y = О est une asymptote а (Ë ) au 
voisinage de (-оо). 

* La courbe (G ) admet deux demi 
tangentes verticale aux points 
d'abscisse x= -2 et x = 0. 





Vd a) Pour démontrer que la droite d'équation : 2y -x +2 = 0 ou encore 


1 EE 
= p —] est une asymptote à С étudions : 


lim (AL х-1)) = lim (1 — х EE poe ору 
X—}+00 2 х +00 Х х —>+00 X X— +00 х(х + /x2-1) 


Donc la droite D est une asymptote oblique à la courbe Š en +o. 


b) Pour tout x e[1,*oo[ ; /x?-1 € x donc 





X X 





2. 
c'est — à -dire que 1- 20 oü encore que f(x) - E -1)20 


Donc pour tout x € gea 1 est au dessus de D. 


/1+2h+h2-1 1 





2 „1 ee 
+h)- 
2) 4) lim tu h 0) im 2 uh 2 
һә h—0* h 
NN j-lim(L- MIO? y gd Ю2 , „ 
2 h(l4h) вэ? 2 "wuert en 2 (1+h)Vh+2h 
b) Comme ши n'a pas de limite finie quand h tend vers 0, f n'est 


pas dérivable en x, = 1, mais on interprète ce résultat à l’aide d'une demi 


1 
tangente verticale au point (1 ; 5 ). 


3) Etude de la fonction auxiliaire : р(х) = x? /x?—1-—2 sur]l ; + œf. 
a) (v2) - 0 

2Х х? 

b) g'(x)=x2 +2xVx2-1= 

24 x?-] \/ х2-] 

: х(3х2-2) 

g'(x) = —=—— 
Vx2-1 

D'où g est strictement croissante sur]1 ; + œf. 


06 


+2х^\/ х?-1 








. Pour tout x > 1, 3x? -2 > 0 donc g'(x) > 0 


Etude de fonctions Solutlons 





lim g(x)=+00 


X—-o0 


c) On déduit le signe de g à partir du tableau précédent : 
* Six > V2 alors g(x) > g (V2 ) donc g(x) > 0. 
* Si x < V2 alors g(x) < g (423 donc g(x} < 0. 








2 2X Bee 
4) а) буы 28 ` Ll ss l 
2 Х 2 xHWx-l 


О E 
Soit f'(x) = lee EE. 


2х2-/х2-1 2х24/х2-] 


Le signe de Р(х) est celui de р(х) pour tout x є]1,+о[. 





NU Am, ec 
Dec {x € IR tel que : x? -3x*22 0} = ]-o, 11442,4в4. 
2) х e]-0,1] L[2,+0f & x < 1 oux>2 & -x> -1 ou — < -2 


< 3-x > 2 ou 3-x < 1 © 3-xe]-co,1] LU[2,+00[ © 3 -x єр. 


f(3-x) = „/(3-х)-3(3-х)+2-=4/х2-3х+2= х) 
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26.22 Sek 
donc x = 2 est un axe de symétrie . 


3) x > x? -3x +2 est une fonction dérivable et strictement positive sur 

Lol. Ae en particulier sur ]2,+co[ donc x к> Vx?^-3x*2. est dérivable 

sur |2,+c et on a pour tout x €]2, zo 

рб) Me 
24 x?-3x42 


lim р(х) = lim f(x) = lim Vx2-3x+2 = +00; 2) = 0 


> 0. 





4) On a lim g(x) = +оо donc б admet une branche infinie au voisinage de +o. 


2. -2 
шы que dm VEE 
х-э+о у x—> -+0 x X —-Fo0 X x? 


2. 2x--2-x? 
lim[g(x)-x]- lim Ї x2-3x+2 x | = lim A 


2 
"EE uoc 3 


= eg —Ñ = lim ———— "= 
X +ç 2, +2 + bie +0 
шашин Тээл 
K x 


Donc la courbe (27) admet une asymptote au voisinage de +оо d'équation : 





= 3 
узхХ- 2 быз 
тэл 
4 х2-3х+ 

5) lim УРУ” ын * b jg ce 

x2* x2* Х-2 u 3 | 
Em AN ЫЕ; ` 124002081) 0028 А RE E 

хэ2* (x-2) х2-3х+2 хэ? (х-2)үх2-3х-2 4 / 
Donc g n'est pas dérivable en 2 | 
et la courbe (07) admet une demi 


tangente verticale dirigé vers le 
haut au point (2,0) 


б) a) g est continue est strictement croissante sur [2,+о[ donc elle réalise une 
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Solutions 
bijection de [2,+о[ sur g < [2, +co| > = [0, +оо. 
b) Soit x e [0,+co[, cherchons y є [2, +со[ tel que 87 (x) = y. 
-I EM ёс =< 2 2 — v2 
g(x)2-y <> р(у)=х o х= 4/у-3у+2 © х? = y2-3y 42 
<> y2-3y + 2- x? = 0. 
А = 9- A(2-x?) =1+ 4х2 > 0 
Donc y = = — <— 2 donc y € [2, +] 
/ 2 Я | 2 
Ou у= LM > ? donc g (x) DUM 
c) La courbe de g' est la symétrique de celle de g par rapport à la première 
bissectrice. 
f(x) 2J/x^-*x-x-l six <—1 
24 
Hai — -osix»-l 


1) Pour étudier la continuité et la dérivabilité de f en (-1) il est nécessaire de 
les étudier à droite et à gauche de (-1). 
* Continuité de fen -1: 


lim dän Im (V x?*x -х-1)= 0 = f(-1) 


—(-1) 
42x 
lim f(x)» lim p acia 
TTE хэ(-)*  х2+| 2 


Опа lim f(x)» lim f(x) = f(-1) donc f est continue еп (-1). 
x3(-1) x(-1j* 
* Dérivabilité de f en -1 : 

2 f(x)-f(-1) lim м х2+х -Х-1 lim х2+х-(х+1)? 
xcy  x+l xc» — xt] кәс d EEN 
NE o NE T 

xD (х+1)(/х?+х +х+1) хәс JE 
Donc f n'est pas dérivable a gauche en -1. 

-f(- 2+2x+ +1)? 

. lim Юх)-4-1)- lim —À 2x+] lim (x+1) 





xoc» x+] x2CD* (x+1)(x2+1) —ox2CD* (х+1)(х?+1) 
+ 
= lim À ЭР 0 d’où f est dérivable à droite en -1. 
x2(-)* х2-| 
Donc f n'est pas dérivable en -1. 


x^2x*l | 
х?+1 
Donc la droite Д, d'équation : y = 1 est une asymptote à la courbe (GC au 
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2)* hm f(x) = lim 


Etude de fonctions Solutions 


voisinage de (+оо) 

* lim f(x) = lim (V x^*x -x-1) = +оо 

Donc la courbe (б) admet une branche infinie au voisinage de (- oo) 
lim EO lim —( jure --2 


X—>—00 X X> x x 
lim [(x)*2x]- lim (N х2+х +x - 1) 


1 
3х-1 Cum 3 


= lim ~= = lim ——-———2————- = —— 
X—— [х2+х -Х-1 Х--»-00 | 1 1 | 
-X| ,П+—+1-— 
X X 


Donc la droite A, d’équation : y = de est une asymptote à la courbe(O) 


au voisinage de (-оо). 

3) * Si x €]-oo,-1] ;f(x)= V x?*x -x-1 
XI NX^-x -x-1 est dérivable sur ]-oo,- 1( ]0,+c0[ en particulier sur ]- oo ,-1[ 
et on a pour tout x €]-oo,-1[ 


+ 
Pete Seck) 


24 х2+х 


-1<0 саг 2x + 1 < -1 








4 24 + | | | 
* Six €]-1,4oo[ ; f(x)= me = l est dérivable sur IR en particulier sur 
X 

- 2+ 

1-1,4-о0| et on a pour tout x є]-1,+о [ ; Р(х) = 2x°+2 
(x^-1y 

: ai -1 1 +00 

-2x2+2 u + ] 


D'oàü le tableau de variation de la fonction f. 
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4) a) La fonction g est la restriction 
de la fonction f sur I = ]-oo,-1] est une y 
fonction continue et strictement 
décroissante donc elle réalise une 


M 
> 


bijection de I sur g < |-oo,-1] > = [0,+cof. É? © = 

р)С7-5,(С)ауес А :у= x Уу l 
5) h(x) = x° — x2 -x -1. K i 

a) Di, = ІК; h est une fonction polynôme, ` 


elle est dérivable sur IR et on a : 
h'(x) = 3х2 -2x -1. (6) 


(к) =0 x= -1 ou х = 1, A: 





b) D’après les variations de h on a : pour tout x є |-оо, 1[ ; h(x) 50 
donc h(x) = 0 n'a pas de solution sur Leon 1[ la restriction de la fonction h sur 
[1,*oo[ est une fonction continue et strictement croissante donc elle réalise 
une bijection de [1,+co| sur [-2, too]. 
0є [-2,+о[аопс l'équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle 
Oe 1 ‚+оо ; 
дъ) љо) 72 

2 8 d'après le théorème des valeurs 

h est continue sur IR | 2 3 

intermédiaires а e]— 2. 
€ 3 2 
en particulier sur [ 2) 


d) * Six Є|-о,-11. 
fi == 2 d „1 = 
Soit М(х, y) et пле 15 "ep? е 


у= х у= х 
х?+х=(2х+1)? 3х2+3х+1=0 n'a pas de solution 
\Мх2+х = 2х+1 © 5 х2+х > 0 <> < X>+x > 0 
2х+12 0 2х+1> 0 


* Six є]-1,+оо[. 
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| f(x) = x 2+2x+ 
Soit М(х, y) E4 rn A e о) ш ы И 
у=х X lI 


x? +2x +] = x? +x e x°-x2-x-1= 0 <> h(x) = 0 
cette équation admet une seule solution d'aprés 5) b) 
Donc Gr A = {Ipoint}. 


f(x) = x + Jx?-2x 


1) a) Df= (x «ІК tel que x? -2x 20). 


х et у=х. 


Х -00 0 2 +00 
х2-2Х Е - + 
Donc Df =]-co,0] v [2,+co[ 
| - ; -2 
lim f(x) = lim (Х-БА/Х2-2х ) = lim Сс uo lim шэг 


Х-Эн-с0 ER Е Х-»-о0 
4/х2-2х -xX х ES 
X 


lim f(x) = lim (х+\/х?-2х) = +00 


E KS + 2_ - 
bj jig ERO л VEA _ X729 asp | pi 062 


——— ——————— |F 00 
x20 x-0 x0 X x20 X x0 | ХА/х2-2х | 
Donc f n'est pas dérivable à gauche en xo = 0. 
. fGOMQ) .. 4х-2х4х-2 .. х(х-2) 
lim —————- = lim e П | 14-————— 
x-2 x2* (х-2) х2-2х 

Donc f n'est pas dérivable à droite en xo = 2. 

c) f est dérivable sur |-00,0| L 12,460| et on a pour tout x є1-оо,0| Y ]2,+co[ 
2x-2 | x-1 


+ 


й 1+ оо = + оо 


х-»2" Xu x32 


Г(х) = [+ 





——— =| ++ 
24/x?-2x 4 х2-2х 

* si x Є|2,+0[ & x-1»0doncf'(x) > 0 
*sixe]-og0[| < x-1«0 


A х2-2х +x-1 Р -Ї 
VX"2x | Jx*2x /(/2-2х-(х-1)) 
20 —4 
0 


Р(х) = < 0 
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2) a) lim f(x) =1 donc la droite A, : y=1 est une asymptote horizontale au 


voisinage de(-oo). 
Hm f(x) = +00 
X — +0 


. f | +4/x2-2 | 
lim SE E lim (1 + = 0 
X6 X X>+ x Х-Э-00 Х 
Jim (f(x)-2x) = lim (-x+Vx2-2x) = lim HEN EN -} 
xC It —-l) 
X 


Donc la droite A, : y = 2x - 1 est une asymptote oblique à la courbe (C) au 

voisinage de (+0). 

у= ] 

у =2х - ] 

b) Montrons que (0) = S (6). 

Soit М(х,у) e PetM'(x', у’) € P. 
х+х' ` 


= ] 
Soit ©(х,у) c A NA, =) <— 0 done A, MA, = (0(1,1)j 
x = 


; , 2 =! Х-2-Х 
SM = М БММ’ = О © 2 33 | 
ДРАМ" у=2-у 

2 


M(x, viet & y = x+ Vx22x e2-y -2-x +,/(2-х')-2(2-х') 
<> -y" = x + /х”-2х' тус x' x? EN 
< М(х", y) «(6 )@ой S, (6) = Ç. 
3) Н = { М(х,у) tel que y? -2xy 42x = 0) 
М(х,у) Н © у? -2ху 42x = 0 < (y -xF -х? +2х = 0 


20 x^-2x 20 
< (y —x )2 = x же Ae 

x є| ~ 05,0] 7 [2, +co[ x €]- 0,0] [2, zo 
Ms CS Бонн 

x €|— 95,0] L [2, +о[ x є] 05,0] u [2, +oo[ 
id = x +V/x2-2x = f(x) i = x -Jx!2x -g(x) 


€» М(х, y) є G ou M(x, vie! © М(х,у) € б LE’ d’où H =ë UG. 
b) La courbe (C) admet aux points (0,0) et (2,2) deux demi tangentes verticales 
dirigées vers le haut. 
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Н-(0 UC) 


1) а(х) = V4-x ;Dg = (x e IR, tel que 4-х 201-1-00,41, 


La fonction g est continue sur |-00,4| et dérivable sur |-00,4| 
et on a pour tout x Є1-00,4|. 


«0 


S Dd cx 


X 
инь, A 
0 
lim g(X) = + оо; lim 86). lim Е lim ы = 
X—— X——s x x2-o x KA x? 


( car VX = -x au voisinage de -oo). 
Donc la courbe ( Г) admet une branche parabolique de direction l'axe des 
abscisses au voisinage de (-оо). 
* Dérivable à gauche en хо = 4 


EE 
x4 хД х-4 x-4 


= lim- шаг ee : = —00 
х-»47 (4 - х)? x24 44 -х 


d’où la courbe (Г )admet à gauche 
au point A(4, 0) une demi tangente 









g(x) 








de vecteur directeur | 


2) f(x) =—+/4 - x;D, =] о,0[0Л0,4] 
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a) f69) -g() = — 






f(x) -g(x) 






Position (D)estaudessus | (Г) est au dessous 
de (б) par de (©) de (6) 
rapport à (Г) 


b) f(x) = LI 4-х est dérivable sur ]—95,0[//]0,4|. et on a pour tout x 
X 





e] eo, 0[0/]0, 4L, f 0-2 | 
X 





lim f(x) = +оо ; lim x)=- ; lim f(x) = +00 ;f(4) -1 
х 0 x0 x0* 


c) D’après les variations def on а: 

* Pour tout x €]0,4] ; f(x) > 0 donc f(x)z0 pour tout x €]0,4] 

* f est définie , continue et strictement décroissante sur Lo, O[ 

Donc f réalise une bijection de ]-оо, O[ sur f < ]-oo, 0| >= IR 

0 € f < ]-oo, O[» donc l'équation f(x)- 0 admet dans | -oo, O[ une solution 
unique a. 

Conclusion : L'équation f(x) = 0 admet dans ]-oo,4] une seule solution o 


* f( —— Dä mär 


1 
donc f( -—).£(——) «0 d'oàa &e1- —,——[. 
( > ( D | 5 Ч 








($a 
СЕРР 22 
d) lim — = hm (— 

хэ-о X хә—© = x Х-»-00 x^ X^ 14-х 
donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction l'axe des 
abscisses au voisinage de (-оо). 
* y = 0 est une asymptote à (С). 
e Dérivabilité en xo = 4. 
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] ] 
— +4/4-x -— 
im NOH үүх. 4 | l l |== 


4х 4-х 


Donc la courbe (C) admet à gauche au point (4, D une demie tangente de 


х-э47 Х-4 х-»47 Х Х-»47 


vecteur directeur j (voir Fig 1) 

3) f(x)2 x & f(x) -x = 0. 

On pose k (x)2f(x) —x ; pour tout x €]0,4]. 

Pour tout x €]O,4[ ; k'(x) = Р(х) -1«0. 

K est une fonction continue et strictement décroissante sur ]0,4] donc elle 


réalise une bijection de ]0,4] sur k < 10,4] > - [K(4) ; lim Kk(x)[= een. 
x—0* 


0 ek < ]0, 4] > donc il existe un unique хо €]0,4] tel que К(хо)= 0. 
Conclusion ` L’équation f(x) = x ае dans ]0,4] une unique solution xo. 


ef(—)—-— d'où k(—-)2—-—-2—— 
C? 14 à C) 14 4 238. 


vd. EE vi. 2653947 0 


: 5 4 9 4 36 
k(—).k(—) < 0 donc x, e|—,—[. 
vL 57 0 E al 


4) a) h(x) = f(4 cos x ) ; pour tout x € [0.71 
Pour tout X € [0.71 ; 4 cos x€]0, 4] donc h est définie sur [0.71 
* u: X > 4 cos x est dérivable sur [0.71 et f est dérivable sur ]0,4[ ; 
pour tout x cht ; u(x) є10,41. 
Donc x к> h(x) = f(U(x)) est dérivable sur DES 
et on a, pour tout х SEN ; h'(x) = -4 sin x f'(4 cos x) 50. 
La fonction h est continue, et strictement croissante sur [0, 2 


Donc elle réalise une bijection de [0.71 sur h < [0.71 » 
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-[h(0); lim h(x)[- 87 +оо[ car lim h(x) = lim f(x) = +оо 


xx xo 


b) Etudions d’abord la dérivabilité de h en 0 
1 1 1 
яр h(x)-h(0) M его | *A(1-cosx) 











= Jin 2©05Х 
х-»0" Х x—0* Х х-»0" Х 
sim 1 па COSX ун он, 
x0* 4cosx X 
Ona lim — — = 0 et lim (258%) = Z, doù іт 209-0) 72 
x—0* x—0* Х 


Donc h est dérivable en 0 et h' E = V2 par suite h ` est dérivable en 


1 42 
h(0)- Zetona; (17 “507272 


c) he + V2 





| +./4(1-соѕх) 
SX 


pour tout x € [0, -[;h(x)- 
2 4co 


- l 32.7 


4cosx 


"Р. 
carl- cosx = 25112 — 


I NP sin? 
OSX 2 


2 SE pour tout x cht 











ND. 
sin — 
2 





Л, Х 
Or pour x є[0,—[; sin—> 0 donc h(x)= 
p [ J" iios (x) 2 





h'(x)- 


EN 
С) à yc Le 292 —— EN g= 


iis =) 
NV iod edet 
x?-] 


1) 0; = (xeIR tel que x? -1 > 0 } = ]-co,-1[ S] ool. 


lim f(x) = lim[-1- —7——]- -2 et lim f(x) = lim [-1+ ——— 
vi Х TEs 
x? V x? 


| | A ET 2 
нети +оо; lim f(x)» — о. 


ze - 43). 


]-0 








x3(-T ) 


2) x > x? -1 est dérivable et strictement positif sur l'intervalle 
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1 
]-so,-1[ L]1,+0[ donc x > est dérivable sur cette intervalle . 
Vx2-] 


Donc x к> f(x) est dérivable sur |-оо,-1[ 7]1,-roo[. 


2x? 
4/х2-1- 
— dud Х2-1 


2-1 





et on a , pour tout x є |-оо,- 1| 11,464, Р(х) = 


d’où f'(x) = < 0 pour tout x €]-oo,- 1| Vu] ,4-oo[. 


-1 
(х2-1) x2-1 


-1 





3) a) La fonction f est continue, définie et strictement décroissante sur 11,4с0| 
donc g réalise une bijection de |1,400| sur : 
g <]1,+00[ > = f< ]1,+co[ > = lies IR] — I. 
b) g est continue et strictement décroissante sur |1,4-с0| d’où p est continue 
et strictement décroissante sur I. 
C) Pour tout x € I, il existe un ES y ejl, +cof tel que g(y) = x. 
y 


(у) =x e 
g Тул 


y? = (y?-1) (x +1)? < y? (1-Хх412 = -(х+1)2 





=x ve Zen =(x+])° 
y= 


(х+1)? 
«€» y2(-2x-x2)= -(x+] <=> у2 = —— 
Үл )= -(X+1)” y SE 
2 2 
_ (+1) ee (x+1) 
2x+x? 23x 
(4192 [хы] | x+ 





or y є ]1,+о[ donc y = ,|2——— === 
d й 2х+х? /2х+х? -./2х+х?° 
(car x +1 > 0 pour x el) donc pour tout x € IR; 


KFI 


Опа: g `! (х) = SC 


d) g est dérivable sur 11,460| ; опа: g’(x) = - 





z 0, pour tout 


1 
(52-1) x?-1 


x є]1,+оо[ donc la fonction g! est dérivable sur IR: 
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U | сл 





> [tA 


2 
eg m = 
CE T 
— + — 
9 3 


U | Aju] u 


64 


5 21 5, -] 5 
(С-)--------шшшшыгш---шш-2-- donc e'(—)z —— 
ep É Р 25 A 21 = 

let je 
16 16N16 64 


2 
* gest dérivable en — 5 | donc g est dérivable en SE у= 3 


27 
5 __64 IEN 
(—)2——— x0 
gt 2 37 o? ) 64 
4) a) On pose К(х)= g(x) — ; pour tout x €] aur 
k'(x) = g'(x) -1 «0; pour tout x є]1,+о[. 
k est continue et strictement décroissante sur ]1,--oo[ donc k réalise une 
bijection de |1,400| sur h < ]1,+c0[ > =] lim k(x), lim k(x)[. 
X x—1t 


lim k(x)= lim [f(x)—x<]= - 
lim k(x) = lim [f(x)-x]= +оо d’où k < ]1, +о[ > = IR. 
x)" xol 


О € IR, donc il existe un unique с Є|1,460| tel que k (2) = 0 
€»g(a)-a = 0 = (0)-0. 


Conclusion ` L'équation g(x) = x Ce 
admet dans l'intervalle |1,4-0| une у=х 


unique solution с. 








b)» x = I est une asymptote à Cg. b ie 
ey=0est une asymptote à Cg  у-! И N 
au voisinage de + oo. 75 

5) a) lim ши lim a "vi 

Ed ac Ke | 
lim = +00; lim g(X) = 0 avec X = 
: эс COSX Xe COSX 


Donc lim[e(—)]= 0 et par suite lim h(x) =0= de ). 


x 
2 


СЭЭР” T 
alors h est continue à gauche en p 
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1 
b) Soit v : x > par suite h(x) = g(v(x))2 g o v (x) 
COSX 
Xt у(х) est dérivable sur IR Е + Кл; Кє 2 en particulier sur 10,5 ka 


x > р(х) est dérivable sur ]1,4-oo[ et pour tout x є 10, 2 [ ; М(х) є]1,+=[ 


donc h(x) = gov (x) est dérivable sur |0, 2 [ et on a : pour tout x «0,5 |: 


р(х) = у(х). р (vE). 

















hx) = sinx -] 
COS^X | Y 1 Y 
CIL CR 
COSX COSX 
. . 1 
ТЭЭ? „Sinx ] | -sinx E X _ -COSX 











3 3 š ` 
cos?x tg x cos’x sinx sin 

















d’où h’ (x) = E , pour tout x € 10,2 
Sin?x 2 
1 
1 
С) Pour tout x c]o, [;h(x) = g(——) = -1+ COSX 
2 COSX 
со$?х 
1 1 
= -1+£28% = 74 COX (car pour x є]0, zlte x > 0) 
Itgx| tgx 


D'où (х) = -1 + ET ; pour tout x elt, *[ 
sinx 2 
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Chapitre V 
Fonctions primitives 


lWDéfinition : 

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. 

Une fonction F définie sur I est une primitive de f lorsque pour tout x eI. 
F'(x) = f(x). 

B Théorèmes : 

Théorème 1: 


Toute fonction continue sur un intervalle I possède des primitives. 


Théorème 2 : 
Si F est une primitive de f sur I alors, toute autre primitive G 
de f sur I s’écrit : 

G(x) = F(x) + c avec c étant une constante réelle. 







Théoréme 3 : 


Si f est continue sur I alors il existe qu'une seule primitive F sur I 
prenant la valeur F(x) en х,. 


Théoréme 4 
Soient с et В deux réels, f et g deux fonctions continue sur I une 
primitive de h = af + Bg est la fonction H = «Е + DG avec F et G 


sont des primitives respectives de f et g sur I. 
iiTableau des primitives usuelles : 


(neZ, К une constante réelle) et пєф ` - (- 1}. 


Une primitive Une primitive 
mn SCT Im ооо 
Raj [jm een 
x | Бэх | |= [amer ` 



























х" l x rege sin (ax + b) 2 cos (ax + b) 
nz-l| n+1 a 

1 1 l. 
— ME E cos(ax + b) — sin (ax + b) 
X X a 
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ee 
cos? X 

[Apex eee ome 
sin’ X 


Opérations sur les primitives : 

primitives de f et g définie sur I, ke IR. 
Primitives 

F+G+k 


АЁ (À e IR) BS 


ff" шик. ep 
nz—] (лє?) п + Ы 
















NI 
F et G deux 
Fonctions 
































+ 
+ 
ga 


| 

rides 
+ 
A 

















Г 

ei 

Es ism 

yr 2 T 

pr k + EZ (reQ ) et rz-1 
Réflexes : 





* On commence par justifier son 
existence en s'assurant que f est 
continue sur I puis on cherche a 
reconnaitre une formule de 
dérivation. 

Comment déterminer toutes les * On trouve une puis on ajoute une 
primitives d'une fonction f sur un constante arbitraire 

intervalle I ? 






Comment déterminer une primitive 
d'une fonction sur l'intervalle I ? 









* On trouve une primitive F de f 
sur I. 

* On écrit Fo sous la forme 
Fo(X)ZF(x) + k ou k є IR 

* On calcule la constante k pour 
que F(xo) = yo soit vérifiée. 






Comment déterminer l'unique 
primitive Fo d'une fonction f sur I 
telle que Fo(xo) = Yo? 







112 


l'onctions primitives Enoncés 


ENONCES 


Ç Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse. 
1) 51 une fonction admet une primitive sur un intervalle I alors elle admet une 
infinité de primitive sur I. 


2) La fonction f définie sur Lon, O[ par f(x) = ss n’admet pas de primitive 
Х 
sur ]-oo , Of. 
2 
3) Une primitive sur IR de f(x) = x cos x est F(x) = 7 sin x 


QCM 
Indiquer la bonne réponse a, b ou c. 
1) Soit f(x) = 8x1 la primitive de f qui est nulle en 1 est : 
la|x* +1 m 2x^ +x -3 el Зх“ +1 
2) Soit f(x) = 6 sin x cos х, les primitives de f sont: 
[a] 3sin2 xk i" Зсоѕ2х + К 3cos2x + К 
(ауес К є IR) 
3) Soit g définie sur ]0,+о[ раг g(x) = x ух est une primitive sur ]0,+оо[ de la 
fonction f définie par : 


lal х) = SÉ [b] f(x) = Заг f(x) = 1+ ЇГ 


4) 51 F et G sont deux primitives d'une fonction f définie sur IR 

tel que F(0) = -1 et G(0) = 1 alors : 

| Е(1)-80) [b] Ps Ga) F(1) « G(1) 
5) Si f est dérivable sur IR , g une primitive de f sur IR alors la dérivée 

de gofest: 

[а] x fef [b] fof [с] fof 
* Sur l'intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes : 
(Exercice 3 à 7) 

a) Lin —3x*+x-1 ; I=IR ; Dé s. s 1 = ]0,+ > | 
Х 


2 


с) f(x) 25x —10x +210; 1=]-%,0[ :4) f,(x)=(G-2x)" ; I= IR 
A | 

3 кз 

ç a)f(x)= sur I- ]- Leo [;b)g(x) = t, 

X 





I=]0,+ | 


(1+ х)! 
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с) pere эн ; d) k(x) = (х ~ 1)? (х - 25; 1-2 IR 


(x^ +3x +1) 
2 > 
Vo- int mes E z|; шин аны 


СО5 


c) Бод = 605 irs ja [ d) fe) EE t= |o, | 
1—cos^ x 2 cos” xtg^x 


ER 
22 
2 л л 
е) f, (х) = tg х ЧЕ: o| 0 Ё.(х)-4163х416:3х ; I= |o Ai 


N, f(x s s 


3) f(x)=x/(1+x)" : I=IR ; 4) f(x)=cos"x:sinx ; 1=| 0,7] 


—00,—1| ; 2f ME E — 2, + 00 
-| | 2) f(x) он |-2.« e| 


2x (x - D(x +1) 

1) (х) == ; Je [0,1] 2g09-2—————- 
4x? +1 | үх? – 3х 

= ; I=], + o| ;4) К(х) = Di - DVx? -3х:1-18, 


Dans chacun des cas suivants, déterminer un ou plusieurs intervalles 
sur les quels f admet des primitives (on ne demande pas de calculer ces 
primitives). 


a) f, (х) = 3х“ +12х? ; b) Ғ,(х) = 


1=[2,+ | 





3) (х) = 


; c) Ё, (х) =х-1- 2 


es 
J5x-1 ` (x +3)? 





; e) Г, (x) = 





d) f, (х) = 


x | — 


pn 


N 3 2 
Soit f : x к définie sur I [3,4 oo. 
A — 


1) Ecrire f(x) sous la forme ax + b + = 

(x — 2) 

" 2) Calculer les primitives de f sur I. 

Linéariser cos^ x puis déterminer les primitives de x — cosí x 


NU : i е 1 Л, 
Déterminer une primitive de ———r sur | 0,— | et de cos? x 
1 4- cos2x 4 
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sur [ | 
2 


Calculer Та dérivée de la fonction f définie sur I et en déduire deux 
primitives sur I de la fonction g dans chacun des cas suivants: 


1) 1-11,Фо| ; IQ) === pue 








et g(x) = 


Lex et р(х) шоо 
Jx A 


2 
NY Soitf: x E SNL ES définie sur 1-1-2.) 
(2х + 3) 2 


1) Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que pour tout x el ; 


f(x) = a + 


2) 1-10,-о01: ыы с 


(2х +3)° 

2) En déduire la primitive F de f qui vérifie F(0) = 2. 

Déterminer la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, = F(x,) 
lorsque x = x, dans les cas suivants : 


1) f(x) = зк + I2 [0,4 e| ; x, =2et y, 21 


2) f(x) - x (x! - D;IzxIR;x, =0et y, =-1 


3) f(x) -2x -3- —— I I=]0,+ | ; Xo Flet y, =0. 
X 


2 
NY Soit Mes — 
(x^ —3x +2) 


1) Vérifier que (x? —3x + 2)? = (х 2) (x -1)?. 
2) Déterminer les réels a et b tels que pour tout xe IR \ {1,2 } 


a b 
(097-2 (5-1) 


3) Déterminer les primitives de f sur |- оо,1[. 








4) Déterminer la primitive F de f sur |- оо, 1 | qui vaut -2 en 25 


NY Soit la fonction f définie sur I = | ves —< раг: f(x) = tg^x – sin? х. 


1) Montrer que pour tout x eI, f(x) = (tg^x)- (sin? x) 
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2) Montrer que la fonction F définie sur I par : 
Е(х) = 2 (4tex + sin 2x — бх) est une primitive de f sur I. 


3) Déterminer la primitive de f sur I qui prend la valeur ] en 0. 


3 Soit f une fonction continue sur [- а,а| ой а»0. 
1) Montrer que si f est impaire alors les primitives de f sur |-а, a | sont paires. 
2) Montrer que si f est paire alors la primitive F de f telle que F(0) = 0 est 


impaire. 


117 ] 
N Soit la fonction f définie sur 1- 1,1 | par f(x) = | 
41-х2 


1) Prouver l'existence et l’unicité d'une primitive notée F de la fonction f, telle 
que F(0) «0. 
2) Montrer que la fonction F est impaire. 





3) Soit la fonction G : ЕЕЕ: ‚о x Fin x) 


a) Montrer que G est dérivable sur | -53| et déterminer С (х). 


2 


b) En déduire que : V хе |- | ; G(x)-x. 


| 


Montrer que H est dérivable sur ЈК" \ f} et calculer H'(x). 


ко | a 


T 
2 


c) Calculer 5] , d , | 
2/x | 


1+х 


» [5s 





4) Soit la fonction H(x) = d 
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CORRIGES E a 


A 1) Vrai: F une primitive de f sur I 


— F + constante sont des primitives de I. 


2) Faux : (гов |х|) - donc Log |Х| est une primitive de 2 sur Lon, O[ 
X X 


2 | 2 
3) Faux : саг F'(x) = Е d =x sin X + - cos x z f(x). 
М 1) La réponse est [b| : (2x° +x - 3! -8х"-1е:2х1-1-3-3-3-0 
2) La réponse est lal : : (3 sin? x + К) = 6 sin x cos x. 


3) La réponse est la] : g (x)= (x Vx у= ухх. 2727 = VX 


4) La réponse est В : La fonction Е — С = constante 
F(x) — G(x) = F(0) - G(0) = -2 < 0 donc F(1) < G(1) 
5) La réponse est. [al : (gef) =f xg eff xfof. 
a) f, est une fonction polynôme donc définie et continue sur IR alors f 
b n des primitives. | 


F, est une primitive de f, Б) х7 dE Ун —x+k (kelR). 


b) La fonction f, (х) =5 – ын est définie et continue sur I donc f, admet une 
X 
primitive E, telle que: Е, (х) = 5х + E +k (keIR). 
X 


c) La fonction f, (x) = 5x* —10x + ын -10 est continue sur I donc f, admet 
X 
des primitives, F, une primitive de f, sur I. 
F,(x) 2 x? - 5х? EC pond (ke IR) 
X 
d) f, est continue sur I, Е, une primitive de f, sur I. 
1 1 1 
F,(x) = —(3-2x)'.| -— |2-—(Q-2x3)!. 
4 (x) TÉ ) | J 221 ) 


15 : 
а) f(x) "UE e + X) S 
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f est continue sur |— 1,4- оо | alors elle admet des primitives. 





Е une primitive de f sur I; F(x)=-(1+ x) ` +k d’où DEE 
(1 + x) 
2x! -5x^42 2Х7 5х? 2 2 
b) BEE 2 E EE 
E Х Х Х Х 


g est continue sur 1, G une primitive de g sur I; G(x) = x —5х— a +k;keR. 
X 


2х +3 . 
с) h(x)- — continue sur 1, H une primitive de h, on remarque 
(x^ + 3x +1) 
U' 2 
que h(x) est de la forme vi avec  U(x)=x" +3x +1 


+k=-— I +k, kelR. 
U(x) X^ +3x +1 


d) k continue sur I, K une primitive de k sur I on développe k(x) : 
k(x) = (x^ -2x + (х - 222 x? -3x «2 ; 





donc Н(х)=— 


d’où KG) - Lx -Le -212Х4-0, e IR. 


a) f, est continue sur I, F, une primitive de f, sur I. 
Е (х) = 3ѕіпх+ Кк; КЄК. 
b) f, est continue sur I, F, une primitive de f, sur 1; on remarque que f, est 
VU'-V'U 


de la forme : COR avec U(x) 2 x^ et V(x)=cosx 





2 
donc Би Gg kel, 
V(x) cosx 


c) f, continue sur I, F, une primitive de f, sur I. 


COSX ES 
f, (х) = ————— or cos” х+5іп x =] 


l — cos“ x 


: COS x 
d'où f x)=- 
sin“ x 


d'où Е, (х) = – + К = – - +k; kek. 
U(x) sin X 


d) f, continue sur I ; F, une primitive de f, sur I. 


! 


; f, est de la forme RE avec U(x)=sinx 
U 
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1 1 1 
17:50 рк с iei ач 272 
cos x-íg' x a Sin x sin x 

cos Хх. 








cos? x 
d'ou F,(x)=cotex +k ; k e IR 
с) Ё; continue sur I, F, une primitive de f, sur I. 
Е, (х) = (6х +1) -1 doù RE,(x)-tgx-x-«k ; keIR. 
M Е, (х) = tg^3x + tg^3x = 16° 3х(1+ 6° 3х) 
f (х) est de la forme U^-U' avec U(x)- tg3x 


f (x) -3 3(1 + tg^3x)- tg^3x 
par conséquent une primitive de Í, est Е, (х) = 5 tg'3x +k, Кє 
1) f(x) =x(2x° – 2) ; on pose U(x) -2x^ —2 et U'(x) = 4х 
f(x) s'écrit de la forme Zus . U” (x) d’où F une primitive de f s’écrit : 


FQ) = EU? (x) + k= Qa? 22)“ ks ЕД, 


Х-1 
(x + 2)? 


d’où f(x) =[(х + 2)—3](х + 2)? = (x +2)? —3(х + 2)? 





2)f(x)- = (x —1)(x +2)” . On peut écrire : x -1- (x + 2) -3 


une primitive def est: F(x)=-(x +2)" ÉIER +k ; kel. 
1 3 
+——— + 
x+2 2(х +2)? 
3) f(x) =x“ (1 + x) 


Опа: (1+х)? =x? +2х +1 donc x° = (1+ х)? – 2х –1 


F(x) = – 





ou encore x? = (1+ х)? - 2(x +1) + 1d'oà : 
£f) = |a х) -2( +1) «10 х) 203) -2( +1)# -0-х) 


F une primitive de f:FQ)-— 05 x) EEN EEN +k; keIR 


4) f(x) = соѕ" x:sinx on pose О(х) = соѕх, U'(x)=-sin x 


donc f(x) = -U^ (х): U'(x), Fest une primitive de f ; 
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К кы p +k=- 
n+l nal 


N/ 1) On pose U(x) 2 x! +1 alors U'(x) 22x. 
On sait que a une primitive qui est 24 U(x) +k 





cos"" (x) + К; keIR. 


? 


) 
4| 05) 


par conséquent, une primitive de f(x) est : 
FG) --.(2 xt 1 eke ze +1+Кк; КЄІК. 


2 2 П 
x^ -1 1 3x° -3 U'(x) 
2) g(x) = == = ———————— est de la forme —: 
Мх? 3х P x?-3x 3 JU(x) 


avec U(x) 2 x^ —3x par conséquent une primitive de g(x) est 


369 --(2 x? -3x J+ ке) -3x +k КЄК. 


3) De même pour h(x) ыг 20 avec |. U(x) = 4х -3 


4 4 (х) 


ФоёН()--4/4-3 +k ;keR. 








Ї 
4) k(x) = (x^ +1) (х? +3x)4. 
On pose U(x) 2 x? + 3x et U'(x) = Зх? +3 = 3(х° + 1) 
1 
Donc k(x) = U1) U^ (x) 
] 


1 
-4 
d’où une primitive de k est K(x) E :U ги (х) 


— +] 
4 


5 


par suite K(x)= = 0 + 3x)4 


a) | fonction polynôme est continue sur IR et f, admet des primitives sur IR . 
b) £, n'est définie et continue que pour les valeurs réelles x telles que 


5x —1> 0 alors f, admet des primitives sur | m d | 


с) Ё, n'étant pas définie et continue quand x =—3 alors f, admet des 
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primitives sur les deux intervalles I, = |-оо,- 3| et I, = ]- 3,4 v |. 
d)Ona: x? - 5х «x[x + Js fx - 5) 
f, n'est définie et continue que si x? – 5x 20. 


La fonction f, admet des primitives sur les quatre intervalles ; 
I, sees ps -1-45,0| SE -10,45| et I, = 5, | 
e) f; est rationnelle définie et continue sur IR”, donc f; admet des primitives 
sur les intervalles : I, =|- 00,0 | et I, = 0,4 c» [. 


C _ (ax + b)(x -2) +c 





1) Її(х)шах-0-4 
” (x-2) (х—2)° 
3 2 Е 
En développant on obtient : f(x) = л ы срии 
(x – 2) 
par identification on obtient а=1 et 6 =1 et с = 3 
d'où f(x) = x 414 ———. 
(x -2) 
2) f est continue sur [3, + |, F une primitive de f sur I, 
К уша” +х— : +k; keR. 
2 — 2 
ix -1Х т 1 
cos^ x JE р — 8cos2x + 6) 


Е РИ 4x — hs 2x 8 f(x) continue sur 0,2 
8 2 8 : 


F est une primitive de f d'oü ЁО) = sin dx ` Zeien 4 Ê x +k; kel, 


NV On pose = on sait que соѕ 2х = 2с05 x – 1 
1 + соѕ 2х 


1 1 1 221 
donc Tice or une primitive de 
2cos^x 2 cos х COS“ X 








est tgx 


ainsi F une primitive de f s’écrit: F(x) = 2 tgx - k; keIR. 


e On pose р(х) = cos? x = cos x(cos? x) = cos x(1 — sin? x) 


ainsi р(х) = cosx —cosx sin? х. 
Р л ЭРГ” T 
g étant continue sur | d , Gune primitive de g sur | z 
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alors GG) =sinx - sin? x + К, КЄК. 
NY D f'(x) BEE  -2 — Опа f'(x) = р(х). 


GD (0-1 
On peut donc prendre deux primitives sur І = [i + 00 [ de la fonction g(x) par 





exemple: G (x) = f(x) +1 et G,(x) = f(x) - 125 G,(x)- Е 
X- 
et Шоо 
Х--1 
A) xk d roi: 
си Lk 1-5-3 | 
) f (x) = Roni o с5а БЛ АНИС Е = — = 
5 х 2x4 x 
> f(x)=g(x) 


Sur 10, + 00 |, on peut prendre deux primitives de la fonction g, par exemple: 
G (x)=f(x)+2 et G, X)=f(x)—3. 


1+3Vx Jx +3х 





1-24х  Jx -2x 


>G, x)= etG, (x)= 


Jx Vx x 
d? 1) x°+3x+3 a(2x+ 3)? +b 4ах”-12ах-9а40 
(2x + 3)? (2х + 3)? (2х-3у 
—M 1 3 Se Ї 3 
Par identification, on obtient: a=— et b=— d'où f(x) = +———.. 
4 4 4 4(2х +3) 


2) Fest une primitive de f sur I, F(x) = Е X — MEN + k 
4 8(2x +3) 


Шил. 02004 Deeg 
24 8 4 8(2х+3) 8 


v 2 
V 1) Toute primitive de f sur 10, + оо | est définie par F(x) = 5 2 tk. 
X 


La primitive qui prend la valeur 1 pour x —2 est celle qui vérifie F(2) =1. 
F(2) 2166 ЗОЛ joke dd mes 2 "d 
2 2 2 х 2 





2) On peut écrire f(x) = 2 (Ax?)(x^ – 1), on obtient : f(x) est de la forme : 
Zum -U(x) avec U(x) 2 x^ - let U'(x) = 4x? , une primitive de f est 
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donc : FG) = SU?) «ke cQ =] жЕ keR, 











Mais Е(0)--1 ee d'oü poto p? -| 
8 8 Š 9 
3) Une primitive de f(x) -2x -3-— sur I est F(x) 2 x! —3x + 12 + k 
Х X 
1 Do aga 2 1 3 
Е(1)-0«с-»-24-4К-0 © k=- d'où F(x)-x' - 3х + +—. 
2 2 хе 2 
NS D (х2) (x -17 -[x-2&-Df -|х2-3х-21. 
23 e 
2) [e 
(x^ —3x +2) (x -2) (х —1) 
_ 1\2? m 2 
OE аис 
(x — 2) (x — 1) (x-2) (x-1) 
— (a + b)x^ + (-2a - 4b)x + a + 4b 
(x-2) (x —1)° | 
1 


Par identification on obtient: b = —1 et a =2 d’où f(x) = ne 
(x — 2) (x —1) 




















3) Les primitives de f sont : — + | +k; kek. 
Х- Х- 
ЭМ -2 1 
4) F une primitive de f donc F(x) = + ка 
Х- X — 
ЕС: a. ue Шил donc F(x) = zi + | -] 
6 2 3 6 х-2 х-1 








a 
. ; . 1 
Ka Ale sin? x = 2225 int x = sin af Ñ d 
cos“ X COS" X 


о воб „ж. ЕХ 
= SI X EMG SEN = Sin X 
COS” x COS х 





=sin” x tg x. 
2) F(x) - (4tgx + sin2x — 6x) dérivable sur I et 
, 1 2 2 1 3 
FG) --z 4 + te x) + 2cos2x - 6|- 14 tg Дали 


= tg x + 7 (cos 2x - D) = tg?x + 262 sin” x) 2 f(x) 
donc F est une primitive de f. 
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3) Les primitives de f sont : 
F, б) = (tex +sin2x—-6x)+aavec aeIR ог Е, (0) =1 фа =1 
d'oü Ја primitive de f qui prend la valeur 1 en 0 
c'est äm -sin2x ~ 6х) +1. 
N7 1) On pose ф(х)  F(x) - F(-x) avec F est une primitive de f. 
Q est dérivable sur |- а, | et Q'(x)  F'(x) + F'(-x) = f(x) + f(-x) 

comme f est impaire alors on a f(—x) = —f(x) par suite g (x)= 0 
donc $(x)-2«(0)-F(0)—-F(0)20 d’où Е(х) = Е(-х) donc F est paire. 
2) On pose p(x) = F(x) + F(—x) ой F vérifie F'(x) «f(x) et F(0) «0 

p (x) = F'(x) - F'(-x) = f(x) - f(x) comme f est paire 

alors p'(x) «0 par suite р(х) = p(0) = F(0) + F(0) = 0 

Фой Vxe | — 8, a]; F(-x)--F(x) par suite F est impaire. 


\18/ 1) xI—o1- x` continue et strictement positive sur 1- L1 |. 


] 
W [= 


donc 1] existe qu'une seule primitive Е telque F(0) 20. 


Alors x => est continue sur |-1,1| 





2) V xe]-L1]ona -x є |-1,1] ,on pose 
р(х) =F(-x)+F(x) alors p'(x)=-f(-x)+f(x)=0 саг 
f(—x)=f(x) donc p'(x) =0, par suite р(х) = p(0) = F(0) + F(0) 20 
donc F(—x)= -Е(х) on en déduit que F est impaire. 


3)a) x l— sin x est dérivable sur | EX 


F est dérivable sur 1-11|ей V xe -Z2 ona sinx є |- 11] 


Alors G est dérivable sur | E | 


COSX COS X 


V1-sin° x | совх | 


et G'(x) = cos x: F'(sinx) = cos x : f(sin x) = 


Or X d -Z2 donc С'(х) =1 


N 


b) v xe |- 


Nja 


Z| G'00=lalos G(x)=x +C avec C e R 
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d'une part G(0) = C d'autre part G(0) = F(0) = 0 
donc C 20 on déduit que G(x)- x. 


нө (B) p) 
(2680) 


4) х» est dérivable sur ]0,4 o | etx > = est dérivable sur IR \{- 1}. 
Х 


Donc "EN 
I+ x 


e F est dérivable sur |- 1,1]. 


est dérivable sur 10, +оо [| 





e Vérifions que 2x el-11[. 
1-Х 





On sait que pour x>0 et x zl ona x -1} » 0 et (x +1} > 0 


Donc х-24х-1»06 х-24х-1»0 
x+1>24Vx et 2Vx >-x-1S-x-1<2Vx «x +1 or X+1>0 


24 x 


Хх +1 
Donc H est dérivable sur |0,+ oo | N {1}. 


, NN N Nm 
P £a EA A P х 
(х) = f| —— |comme TM а 
1+x 1+x (1 + x)° Vx(1+ х)? 
{| 24х |_ 1 o dex (rs 
4x 
(1 + xy? 


1-Х l+ x 1-Х 


Vx (1+ х)? 11-х| ажо 





-1< 





< I donc A il pour tout x € [0,4 oo [N 11). 
X + 











d’où H'(x) = 


Si x e [0,1 [alors H'(x) = ——— 
Vx (1 4- x) 
22 
dat x) 


Si хє |1,+ оо [alors H'(x) = 
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Chapitre VI 
Fonctions Logarithmes 
Ш Définition : 
La fonction Logarithme népérien, notée « Log » ou « Ln » est la primitive 


| 1 ЭЭ” 
de fonction x — sur ]O , rel qui s'annuleen 1. 
X 


Ш Conséquences : 
Log est définie et dérivable sur JO ; +co[ pour tout x €]O ; +ool 


(Log(x)) A et Logl = 0 
X 


M Propriétés algébriques : 
Pour tout réels a et b strictement positifs, on a : 


a 
Гор! — | = Loga — Logb 
, | -og(ab) = Loga + Logb š adi as 


,I1 €Z Горда" J=nLoga Logla ]-rLoga (reQ) 


Ш Limites : 
lim Logx = +00 lim Logx = ~% 
ot 


, Log(i+x 
lim xLogx =0 1 сг) al 
07 e 0 Х 


La fonction Log est une bijection, (Log xy d » 0 donc « Log » est 
X 


Ш Sens de variation : 


strictement croissante sur ]O ; +о[ dans IR 
On en déduit : Pour tout réel a et b strictement positifs : 
* [Loga-Logb < a=b * Loga»Logb < a»b 


* Loga>0 e арі * Loga <0 < 0«а«1 


Tout réel y admet un unique antécédent par la fonction Log ; en particulier 
on appelle e l'unique antécédent de 1 
Loge-1 et 2,718«e«2,719 
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Ш Dérivée de Log ° U: 
La fonction Log ? U est définie sur tout intervalle I sur lequel U(x) » 0 
Si de plus U est dérivable sur I alors la fonction Log ? U est dérivable sur I 


U 
et (Log? U) =— 
(Log ° U) S 


B Primitives de — ; 
1) 


51 U est une fonction dérivable, ne s'annulant pas sur un intervalle I, alors la 


fonction — admet sur I des primitives de la forme Log|U|*c (c constante) 


Ш Logarithme décimal : 
e La fonction Logarithme décimal, notée log est la fonction définie sur 


Log x 





(O ,+o[ par Logx= 
] | р g Log10 


e La fonction logarithme décimal a les mêmes propriétés algébriques que la 
fonction logarithme népérien. 


e Remarque: Log 10=1 
Réflexes : 


Réflexes 





Situations 














Le sens de 
variation de 
Log est 

croissante 






Comment retrouver les 
propriétés de la fonction 
logarithmes a partir de sa 
courbe représentative ? 











Le signe 
de log x 





1) On détermine l'ensemble des réels 
pour les quels les expressions sont 
définies. 

2) On se raméne lorsque c'est 
possible à la forme 
Log(u(x)) = Log (v(x)) 

(oà Log (u(x)) z Log(v(x))) puis on 
résoudre u(x) = v(x) (où u(x) > v(x)) 
3) Si on a des x et des Log x on 
utilise les variations d'une fonction 







Comment résoudre une 
équation ou une inéquation 
comportant des logarithmes ? 
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Comment étudier la dérivabilité 
de Log(u(x)) sur un intervalle 
Be, 


Comment calculer une limite en 
+00 ? 


Résumé de cours 


1) Vérifier que u(x) » 0 sur I. 
2) On justifie la dérivabilité de u sur I 
3) On utilise le théoréme 


! 
(Log цуу = 09 
u(x) 
1) On examine 51 on se trouve dans 

une situation de forme indéterminée. 
2) Si oui, on tente la factorisation pour se 
logx Logx 1 

n 


ramener à SS 


X X X 


n 


л 


n — Log x 
eu (Logx) mE 


x À 


si non on factorise à l’intérieur de 
l'écriture de Log 


ювх2(14-1--41:) 
х х 


(Ехр log(x? +х+1)_ 
A A 
3) on utilise les régles opérations à 
l'infinie x" l emporte sur Log 


) 
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ENONCES 


QCM Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse. 
1) L'ensemble des solutions de l'équation Log(x — 4) = Log(2 + x) 
Her (2,3) 3 
2) La fonction f(x) = хор x est dérivable sur ]0, +о[ le nombre dérivé en 
e est : 
al Зе Ы е? 0 
3) La fonction définie par f(x) = Log(2x° + 1) est dérivable sur IR et f (x) 
est égale à : 
Ї 4х 2х7-1 
: 2x^ +1 Ё 2x^ +1 4x 
4) L'ensemble des solutions de l'équation Log x « 0: 
No Ы ]-o, 01 Ou Ц 
Log(4x° 000) 








5) La limite au +оо de f(x) = 
д 4 H Log4 d 0 


Vrai – Faux 
N chacune des affirmations suivantes elle est vraie ou fausse ? 
justifier votre réponse. 
1) Log x est positif. 
2) La fonction Log|x +3] est croissante sur ]-co, -3[. 


3) L'approximation affine de Log(x + 1) pour x proche de О est x. 
s dans IR, les équations — 


1) Log x = -2 2) Log c Х у 3 
3) Log(x^ — x) = Log(x + 1) 4) Log(x^ + x — = = Log(x + 3) 
и 7 яаж” 


А = Log(= Se Client? )+.. +Lo So) Log) 


Geräter < нату 
е 


N/ Résoudre dans ІК ; les inéquations suivantes : 
1) Log x > 4. 2) Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log(x + 8). 


3)LogQx^ + 3х +1) <0. 4) (Log х)? +3Logx+2>0. 


\/ Calculer les limites suivantes : 
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x? 


10 
E 3)lim—————- 
x ** Log Л х) 
Log(x + 2) - Log2 
X 





1) Lim x Log x° 2) lim 
0” +00 





4) lim Log E m e 5) lim 


йн 2 NN 
2-1 0 +оо se 


7)lim3x — Logx 8)lim 9)limx Log ( + d 
+00 +00 X 


Too 


sin (Log x) 
X 





10) lim Log[ 2 2) 11) mx Log[^ к 
+ 2 Х 


2 





"E 
12) нг oo et en 0 -1) 
Log x – 1 
14305 Log(1 + x) dis Log(l + к {бй Log(i + sin x) | 


х-»07 (x) X— 0 Jx х-»0 sin2x 


Calculer f'(x) en précisant sur quels intervalles ce calcul est valable : 








Эсээ . 0 102222 E 
4 Эх +1 
c)f(x)-xLogx — x D e 
| 1— Log x 
x +1 





1) f(x) = Log J) f(x) = Log(Log x) 








Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions 
suivantes sur l'intervalle proposé : 














a) f(x) = 2 sur I, + oo “Шеше ы ` ` sur 1, + oo] 
- Х 
Ї 1 T mx 
C)f(x)2—— —— sur 0,4 oo d)if(x)-tgx sur |-—,— 
)f(x) e —— зш }0, + col ) 00) = tg Hd 
1-Х А 
е) f(x) = sur l, + о] f) f (х) = ; ne IN \{}. 
1-Х xLog"x 
N/A зо: өзи |= yx" -2-«Logx . définie sur 10, о | 
1) Etudier les variations de g. 


2) En déduire que l'équation р(х) = 0 admet une seule solution о; 
13«a«14. 
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3) Déduire le signe de g(x) selon x. 

B/ Soit f la fonction définie sur 10, + 00 | par f(x)= La +1- Log x). 
1) Etudier les variations de f. i 

2) Montrer que {(о) = 20 -2 , puis donner un encadrement de f(a). 


3) a) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes. 
b) Préciser la position de C la courbe de f par rapport à D : y =x. 


c) Construire С en précisant la tangente à С en son point de rencontre avec 
son asymptote. 
4) Soit h la restriction de f à [e, + co |. 
a) Montrer que h admet une fonction réciproque h^! définie sur le, + of ; 


b) Ecrire l'équation de Л', la demi tangente à C,., au point d'abscisse e. 


c) Représenter C, ., et tracer A, 


Ni Soit g définie sur 10,4 co [ par g(x)=1+x-xLogx. 
a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation. 
b) Prouver que l'équation р(х) = 0 admet une solution unique B dans 
]0,- oo]; vérifier que 3<B<4. 
c) Déterminer alors le signe de g(x). 
тэ Log x 
2) Soit f la fonction définie sur lo, + co] par f(x)224 а 
a) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition. 
b) Exprimer la fonction dérivée de f à l'aide de g en déduire les variations 
de f. 
c) Soit D la droite d'équation y = 2, déterminer les coordonnées du point A 
d'intersection de D et de C et la position de C et D. 
d) Tracer C et D. 
3) Soit h définie sur [1, + 00 | раг h(x) -1(х)-х. 
a) Montrer que h est strictement décroissante sur Ip + 00 [. 





b) Etablir que pour tout xe|L B], | 0«f'(x) ED | 


c) En déduire les variations de h sur [1,8 |. 
4) Prouver que l'équation f(x) = x admet une unique solution o sur [1,4 oo Í, 


Montrer que 2«ao«3. 
5) Prouver que pour tout x € [2, 3], f(x)e [2,3 | 
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v 1) Soit la fonction g(x) = = + Log? | avec хє(0,4с01. 
X 


X +2 
Etudier les variations de g. En déduire que pour tout x є ] Q, -- oo | 
On a: g(x)»0. 








х+2 





f(x) stet | six»0 
f(0)=0 


a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 


2) Soit f la fonction définie sur | 0, + со | раг Х 


b) Calculer lim f(x) (on pourra poser X = 5 ). 
X—>+00 Х 


3) a) Dresser le tableau de variation de f. 
b) Tracer C la courbe de f dans un repére orthonormé. 


х-2 





2 
4) Soit h(x) = E Led | pour tout x € 10, + 00 [. 


a) Calculer h'(x). 
b) En déduire la primitive de f sur [0, + «o | , qui s'annule en 0. 
5) Soit k un réel strictement négatif, soit f, 1а fonction définie sur | 0,4- oo] 

par f. (x) = f(x) + Кх. 

a) En utilisant les variations de g sur |0,+ о |, montrer que l'équation 
f! (x) 20 admet dans |0,4-00| une unique solution notée a, . 

b) Dresser le tableau de variation de f, sur | 0, ol et déduire le signe 
de f, (о, ). 


Soit f définie par f(x) = x^ [Log Х| | 
1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Etudier la dérivabilité de f en 1. 
3) a) Résoudre l’inéquation dans |0,+ oo| ; 4Logx 4120. 
b) Déterminer f'(x). 
4) Déterminer le tableau de variation de f. 
5) Etudier les Branches infinies de f et construire sa courbe dans un repère 
orthonormé (Unité 4 cm). 


-> > 
1172 plan est muni d'un repère orthonormé (О, i, j). On considère la 


Log(i + x) 
X 


Fonction définie sur [ 0, + 00 [ par f(x) = pour x >0 et f(0)=1. 


La fonction h définie sur | 0, + o par h(x) = SC —Log(1+ x) et la 
X + 
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fonction « définie sur [0, + oo | par q(x)2f(x)-x 
1) a) Montrer que f est continue sur | 0, + 00 [. 
b) Etudier le sens de variation de g définie sur ЈК, ; 


x^ x 
par geet ler 
Calculer g(0) et en déduire que sur JR, , опа: 
x? x^ 
Log(l-x)Ex -— 4 —. 
g(l- x) "NT 


c) Par une étude analogue, montrer que si x20: Log(l 4 x)2x — - | 


1 < Гов(1+ х) -х 22 X 


d) Etablir que quelque soit xe R I, ona: – SES QUEE. 
X 


: 1 
En déduire que f est dérivable à droite en 0 et que f,(0) = E. 


2) a) Etudier le sens de variation de h et en déduire le signe de sur R. 
h(x) 
x? 





b) Montrer que sur |0,+ oo | , f'(x) = et dresser le tableau de variation 


de f. 


> > 
3) Etudier les variations de ọ et construire sa courbe dans (O, i, j) et la demi- 


tangente au point d'abscisse 0. 
4) a) Démontrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution sur 


Jo, + оо | que l'on notera x. Montrer que oe B ] | 
1 1 
b) Montrer que si хє alors  f(x)e 2 | 
| 1 1 1 
c) Montrer que si x € p alos ` 101) < (х) «її 5 et que Ih oo SE . 


d) En déduire que sur B ] ona: |f (x) < £, 
5) Soit la suite U définie sur IN par U, =5 et pour tout n € IN ; 0,580). 


U 





a) Montrer que pour tout n є IN”, 


n+l 


4 
-U,| <| U, -Upal š 


En déduire que lim |U,,, - U,|-0. 


I —-FÉo00 
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CORRIGES 


i 1) La réponse est V : car Log(x^ — 4) = Log(2 + x) définie que pour x > 2 
Log(x! — 4) = Log(2 + x) © (x + 2)(х—2) = (x + 2) © (x+2)(x-3)=0 
<>х=-2 ou x=3 огх>2 d’où Sr= {3} 
2) La réponse est а Р(х) = 2x Logx + x 
f(e) = 2e +e = Зе 
(2x° +1) _ 4x 
25701. 201 
4) La réponse est: Log x «0e x < e° = 1 or x > 0 d’où Sir = 10, Ц 
Log x) 
X X 


2 
Х 





3) La réponse est Ы : f (x)= 


L "Lt 
5) La réponse est |: f(x) сове 
Х 


Log x° EE e 
2 х х 
x? 
йш ДЕЕ | ) 
| zc di Š "mper: 
lim f(x) - lim SCH +— Z X = 


Х 
V 1) Faux : Log-.--0,69. 


2) Faux : саг f'(x)— 





0 





l <0 51 x<-3. 
х+3 


3) Vrai : опа (Log(1 + х)) шээг alors l'approximation affine de f voisin de 
X 


0 est f (0) x + f(0) = 1 x x donc Log(1 + x) = x. 


Caa Log e & Log x = Log e? 
Sm = fe^). 


+ 
2) Го définie que pour x € ІК - [-1, 0] 
X 


+ 
Log E аа 
X 


1+x 
— “=ë > 1+х=хе? 
Х 
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X = 





1 г. 1 
7 CH dou I жип, 


2-1 
3) Log(x? — x) = Log(x + 1) définie que pour 5 
x(x-1)>0 


ЯВ X € |-1 , +оо[ - (0, 1] 
хх хохо ХХН rA 


2 ме 2 Po Men 


A = Log(> е SE 35033517) 


100 
NN X, EE BEER 


Log (5-1) 4540) | Log4 2Log2 
шин ин” 2 


1 
C 2 Log (&?)--Log(e?)--Log (e^ e)- Log(—) 
e 


-3Loge-2 Loge + Loge” +Log\e +3Loge SE 


2 
1) L'inéquation a un sens si Х»0 


Logx»4« Logx >4Loge< Logx > Loge &x>e d’où $ = k: ‚+ |. 
2) L'inéquationa un sens si x+2>0 et x - 450 et x - 820 

ou encore: X»-2et x>—4 et x » —6 donc définie sur 256501 

dans ces conditions : 

Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log (x + 8) équivaut successivement а: 

Log((x + 2) (x + 4) 2 Log (x + 8) 

(x - 2)(x + 4)2x 48 © x? -5x20e»x(x45)20. 

X — 00 — 5 0 + 00 
xx+5 | + Ọ - Ọ + 

х(Х-5)20 o x €l-»,-5]U[0,- e] Or хє|-2,801 d'oü $=[0,+ c |. 
3) Il faut que 2x^ + 3х +1>0 


2x^ - 3x £12 0 admet pour racines —1 et E 

donc l'expression est strictement positive « à l'extérieur » des racines ; 
d’où D=]-0,-1 о Zuel 

L'inéquation est donc équivalente successivement à : 
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Log (2х° + Зх +1) « Logl 


2x? 3х +1<1 оц encore 2x? + 3x < 0 





* 2х? +3x<0 e xe Zi ог хєр d'oü 8-1-20101-3-41 


3 


4) Ici D = | 0, + oo | ; car l'inéquation ne comporte que des « Log x ». 
Nous allons procéder par changement de variable en posant : X = Logx. 
Logx-X 
X^ +3Х+2>0 
X^ 4 3X + 220 admet deux racines : - 1 et — 2 
Alors X? «3X 42»0 < Xe]|-«,-2|U]- 17 >| 


SR | E . Ix»0 
L'inéquation est équivalente à : 
Logx«-2ouLogx»-1 


Donc : (Logx)” + 3Logx +2>0 < | 


х»0 
ou encore : 
Logx «-2Loge ou Logx » -Loge 











х»0 
c'est-à-dire Log x < ів 2) ou Logx > pos 
e e 
х»0 1 1 
ou encore 1, — оуу > L finalement з= |ou 1841 
е? е 
А limx Log x? =lim3x Logx =0. 
0* 0* 
. Logx^ , 
2) j r qu EE 
+00 X +00 Х 
2 2 2 
3) lim in = im À == 
to Log/x += орх +o Logx =+» Logx 1 
2 X X 





4) On sait que lim 2 -2 donc lim Log e = Log 2. 
+0 X +] х-э+® x +1 


T Log(x + 2) — Log2 
X 


3) liz représente le nombre dérivé de f(x) = Log (x +2) 
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en xg = 0, comme Dal alors TORE 


Log(x-2)-Log2 1 
Х > 
Log x 


. Logx ; 
6nzlona lim : —U et pour n >l; lim 
+o x +o x! +o X X 


d'oà lim 
0 


Е | = 


n-l 














! | L 
7) lim3x - Logx c lima 3- ut - 
+оо Tto X 


8) Pour tout x>0 ona 0x|sin(Logx)|x1 donc 0 < Еи 2 








Х Х 


„йй. n ШОРО 
+00 Х 


Comme Га = 0 donc lim = () 


+оо Х +оо 





sin (Log x) 
X 





9) On pose X = a 1 suffit alors de chercher la limite quand X tend vers 0 
Х 


| | 
| L — |= lim — = = 
lim x Log ( + d lim X Log (1+ X) «1 1 


x —>+00 


Log (1 + X) 
m 
0 X 








10) lim | =0* d'op lim тов Z=) = 
IY X-2 pr х +2 
9 9 
11) linx Log 7 an- lim x Log (x +1) — x Log x 


Or lim Log(x +1)=Logl=0 donc limx Log(x +1)=0 
0* 





et Emx Logx =0 d’où mx Log Ж la 
Х 

















Ё 9 Gel | 1+ _ 
+ 
12) * lim EX -lim SC = Dm ——2— шовх -1 car lim -0, 
ze Logx-l] += 1 ke ze ГОЁХ 
Log x | 1- E 
Logx Logx 
. L 2 T 
ыН — =] en utilisant la mëme méthode. 
0 Logx-1 
+1—(х—1 -1 
13) 2 2x +1 2 торк -) - À (x —1) Log (x — 1) 


х-1 
йг х-1 séi et lim t Log t-0 = lim (x-1) Log (х-1)=0 
rn ot l: 


d’où lim 2x +1—(x-1)Log(x -1)=3 
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et пих -1=0* donc eg 
kb г 


Х-1 
14) lim Гоё(1 5 x) - lim Log(1 + x) 
мээн 
0” Х X 0” Х 0” 
Loe(l год! + | 
15) Ven LB + X) qu X Х/ 
Ze X 0” l 


—À 


X 
= lim лын = lim 4 xLog(1 + x) - /xLogx 
ON Х 0* 


== Von ds Log(1 + X) — 24 xLog x -0 
07 
16) lim lo + sin x) -lim E sinx) 1 
0 sin 2x 0 Sin x 2cosx 


Lorsque x ——»0 alors sin x——0 on pose X —sinx 








з 0 н O 
0 Sin X X0* X 
| 1 1 D ) 1 
et lim =— par suite la limite recherchée est — . 
0 2cosx 2 2 
22 1 4х+1 
a) f est dérivable sur 10, со [, Ғ' (х) =1+ —— = 
4x 4x 


b) f est définie que pour 3x +1> 0 et x >0 ou encore х»0 
d’où f est dérivable sur |0,+ о [ , 
1 3 – бх –1 


— —— —  —-- aaŘŮŘħľŰ 





c) f est dérivable sur 10, 4- co] , gia er ма Е E авар. 
X 
d) f est dérivable sur |0,e [U le, + ОО | (х > 0etLogzl). 
Lu Log - (s Log) | -7 
X 


=: A 
Ces (1- Log x)? 
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1 Logx EN Logx 





_ x x x X E 2 
(1- Log x)? x(1 - Log x) 
x +1 2 E 
; comme 1а valeur absolue est un réel positif il suffit 


i) f(x) = Log |- 
Х 








#0 c’est-à-dire x 20 et x «—1 donc f est définie sur IR \ {0,1}. 





X + 
que 


О(х) = ЕС est dérivable sur R \{0, -11. 














X 
x-(x+1) 
со 2 -1 
f(x)-(Log| U(x)|) = m geret 
X 


Remarque: On aurait aussi pu calculer la dérivée de cette fonction en 
écrivant : f(x) = Log|x + | - Loglx| on obtient beaucoup plus 
rapidement: f'(x)= Шоо 2-2 

X+] x х(х+1) х(х +1) 








1) f(x) = Log (Log x), f est définie que lorsque Logx » 0» x >1 


donc f est dérivable sur ji, + oo. 


Log xy 1 
Dee e EU. A s 
Logx  xLogx 


М Е dérivée de U:x >x’ -1 c'est: U:x 2х. 
U'(x) 


En écrivant f(x) = z on fait apparaître la forme 
2 х“ ~] U(x) 








; Kg 1 
Les primitives de f sont F définies par F(x) =; Log] X^] | +c ауес 
сє ЈЕ sur IL + o] опа х? -—1>0 donc f(x) legt -1) 80. 
1 
bf(x)2x-l-—Logx,or 225 est de la forme U'(x)U(x) 
X X 


| EC 
avec (х) = орх qui admet pour primitive - U“ (х) 
d’où les primitives de f s’écrivent : 


Бо) = STEIN +c ;ceR. 
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c) f(x) PEN 2 dans ce cas les primitives de f sont : 
х-2 х 


F(x)= Log| x - 2| - Log| x | - c, сє R ‚ sur ]0,4- o [ onax>0etx+2>0 








d’où FG) = Log (x +2) Logx += Log |+: ceR. 
а) f(x) =tgx = SIX c’est la forme 2 
COS X U(x) 


avec U(x)=cosx et U'(x)—--sinx 


nx "em € 
Ї(Х)-5- donc F les primitives de f s'écrivent : 





F(x) = -Loglcos x| + c avec celR. 
Or sur l on a cosx > 0 d’où F(x) = -Log(cosx) 4 c. 


e) ta)» E 1-2. ——- =-1+——, dans ce cas 
1 — 1- 1- 1- 1- 
les icti F de f sont définies sur nm 00 d par : 


F(x) = х -2Log|l - x| - c ;ceR. 





Df,(x)- шэн 2 (Logx) " on pose U(x) = Logx 
xLog'x X 


U dérivable sur 10, + оо | et U'(x)— а 
Х 


d’où f. (x) est de la forme U"U ". 





| Э”” 1: 3265 
par suite les primitives sont : F. (x) = "HO 4 c 


l-n 





F (x) = РОВ (х) + с ауес сє}. 


2 
- 1) g est dérivable sur 10, 4-1: dese j > 
x 


d’où g est strictement croissante sur |0,+ el. 





2) g est continue et strictement crolssante sur ]0,+ со | alors g réalise une 
bijection de |0,4- оо | sur g(]0,+ о D d lim g(x); im р(х) | = 
0* Aen 


or 0є R, alors О admet qu'un seul antécédent: Oe | Q, 4- oo [ 
Comme g(1,3) = — 0,047 et g(1,4)= 0,296 et g est strictement croissante 
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donc 13«oa «H4. 
3)- Si х>а etg strictement croissante alors р(х) > р(о) d’où g(x)»0. 
-5 O«x«a etg strictement croissante alors g(x) <р(о) donc р(х) 0. 


B/ 1) f est dérivable sur 10, + o [: f) --— e? H1 Logs) eas - 3| 
X x x 


|  Logx 


? + Log x -2 
f'(x)=-1-— + 1 х *Logx-2 р(х) 
Х 


RS 
Х Х Х Х 








f(x) + 00 os д со 


1 Logx 1 Logx ооо 





= +оо et limf(x) = hmx +—— 
+00 


lim f(x) = limx + — — 
0* Ds +00 Х X 


X X 
2) On sait que 8(0)-40 <> Loga 22—a* 





2 
- 1 
(00:52 etes tara s о оона) ee E 
a el 97 
оп а: L3«o < 1,4 
ИТ E П РЭН Я Comme 2,6 < 2a < 2,8 


14 & 13 1,3 a 1,4 
Фой 2,6 Er «20, 2 « 2,8 -- donc 1,83 < (а) < 2,086. 


, a , 


3) a) lim f(x) = +оо 








oo Le ут 
+оо Х +20 Х Х 

| | [, 
imio ыш. 60 
+ +o X X 


Donc y = x est une asymptote au voisinage de + оо. 
lim f(x) = +оо donc x = est une asymptote. 
oi 


5) Ноос 00220 
Х 


l-Logxz0clzLogx«e»Loge2Logxece2x 
0 e 


+% 
f(x)-x + = 
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Si хє [O,e[ alors C est au dessus de D. 
Si x e]e,- о [ alors С est au dessous de D. 
Si x=e alors C et D coincident au point (е,е). 
c) T:yaf'(e)(x-e)-f(e) or f(e)=e et 
е? –1 1 


Educ 


2 
e 





f'(e) = 





2 
Є 


fuer] 1 
HE : ээн 





е 


2 
— 1 
donc GE 5 d +—. 
e e 





4)a) Comme [е,+ о [с[о, + o], 
donc h est continue et 
strictement croissante sur | e, + со [ 


d’où h réalise une bijection de [е, + oi | Sur h(le, d co) = | e, + оо |. 
b) Опа: h(e)=e < h (е) =е 




















h est derivableen e h'lestderivableene 
2 A 
e^ —1 =» 1 е 
h'(e) = +0 et(h ')'(e) = = 
) zi (h Viel ҮРСЭН 
Ау = (h^) (e) (x ^ e) - h^! (e) 
e? e? e 
Aye (х-е)+е d’où A':y = X — | 
eo s] 4 ees] e =] 


c) Pour x € |e,+ о [; S, C )-С avec D:y=x. 


1) a) g est définie, continue et dérivable sur 10, + оо | 


g(x)-l-Logx-x Cedo 
Х 


* —Logx>0<— Logx<0< 0<x<1. 





*liml+x -x Logx=!1 ; liml* x(1— Logx) = — et f(1) - 2. 
o+ +00 
b) * Sur [0,1 ], g est continue et strictement croissante donc g réalise une 
bijection de ]0,1] sur ]52] or 0 ]1,2 | donc 0 n'a pas d'antécédent 
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dans 10,1 |. 
* Sur ]1,+ о |, g continue et strictement décroissante donc g réalise une 
bijection de |1,-- co [ Sur ]- 9,2 | or 0€ | ,2 | donc 0 admet 
qu'un seul antécédent D dans Ji, +o]. 
donc l'équation g(x)=0 admet une seule solution sur 10, oO [. 
* g(3)z 0,03 et g(4) = —0,54 et g strictement décroissante sur 11, + 00 | 
donc 3«p«4. 

c) Si x e ]0,B| alors g(x) » 0 
Si X є |6, + оо | alors g(x) «0 
Si х= p alors g(B) 0. 








Seed c e ai 
+0 + x | x-l 
| | Тоёх 
limf(x) = lim2 + = — 
0” 0” + 





b) f est dérivable sur ]0, + со [| 


05:05 


f(x) = _X+1-xLogx р(х) 


(x +1)? x43) i x(1+ x)? 


or x »0 et (x +1)? >0 donc le signe de f'(x) est celui de g(x) d’où: 





+ 00 





f(B) 
ШОУ LT 


up Or pl - 0s Logp- —^ d'oü (GE? 


D + 
i 2 Së 
y-f(x) 





c)M(x,y)eC Пр © | 


у=2 у= 2 х=] 3 
e Logx < e d’où А(1,2) 
"on шше 





* f(x) –2 = ORT comme 1+х > 0 
1+ х 
donc le signe de (f(x) – 2) est celui de Logx d’où: 


Si xe]0,1{alors C est au dessous de D. 
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Si хє [1,-+ | alors C est au dessus de D. 


Si х=] alors C et D coíncident. 
а) опа: x «0 asymptote et y = 2 asymptote au voisinage de +оо. 





3) a) h(x) = f(x) - x, h est dérivable sur ]0,+ eo | et h'(x) = (х) - 1. 
Si X є |B, + co | alors f'(x) «0 donc h'(x) «0 
d’où h est strictement décroissante sur |, + со [ 
b) *хє[1,В], опа f'()20. 
«80 1 
4 2 
* x>] et g est strictement décroissante sur [1,+ o0 [ donc g(x) < g(1) 
* x>l1S1+x>2e(1+x) »4 donc x(1+ x)! »4 
221 l 1 


— 
x(1-x) 4 


Si xe[LB] опа OxgG)«g(I) donc __8G) _ 80) 
x(1-x) 4 


d’où f'(x) «—— Е . Finalement 0 < f'(x) < —— ян 


c) 5ш [1,В | ona tud d'oü gend donc В (х) «0 


d’où h est strictement décroissante sur [1,8 |. 

4)f(x)=xSf(x)-x=0h(x)=0. 

h est continue et strictement décroissante sur H +| donc h réalise une 

bijection de [1,+ о | surh (11,460|)-1-1-оо0, | car: 
Logx x 

x4l 

Or дє ЇЕ оо, 1 | donc 0 admet un seul antécédent oe [1 + 00 [ tel que 
h(a) = 0 











limh(x) = lim 2 + LES -x-1 et limh(x)=lim2+ -x = —o 
17 E X + +90 + 
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«€» f(a)-a donc l’équation: f(x) = x admet une unique solution 

Oe H + co | 

h(2)= 0,23 et h(3)  —0,72 donc a e ]2,3 |. 
5)2 <x <3 et f est strictement croissante sur ]- oo, D | donc f(2) x f(x) <#(3) 
2 ot <f(x)<2 + шин «3 d'où #(х)є[2,3]. 
Мө g définie, continue et dérivable sur 10, + 00 [. 

222 
2 — À 
g(x)- | ED A : SS | e 
(х-2) X+2 (х-2) х(х+2) х(х-2) 


. о х-2 
lim g(x) = lim + Log -0 
+ +0 x + 2 Х 




















Alors V xe ]0,+ oo] ; 








2 
2)a)e lim f(x) = lim Log 22 E | = lim xLog(x + 2) - xLogx = 0 
саг lim xLogx = 0 et lim xLog(x + 2) = 0 x Log2 = 0 


d’où lim f(x)=f(0) par suite f est continue en 0. 


e lim RE “iimLog( 222) =+% car lim? — = +оо 
pt 0* X Оо X 





Alors f n'est pas dérivable en 0. 


Say 


b) limf(x) = lim |1) эг Log À 
+оо 0” Х 0 x 1 





Х 


Log(l-- 2x). PET Log(1 + X) 
2X 0 Х 


21 


= нг Гое(1 + 2x) = lim 
0* X x0* 





2 " 
3)a)x + 5 est dérivable et positive sur 10, + оо |. 





Alors x — Ld = ` est dérivable sur |0, + co | par suite f est 


dérivable sur |0,+ oo |. 
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b) y 22 est une asymptote au voisinage de + co 
au point (0,0) la courbe de f admet une 


demi tangente verticale dirigée vers le 
haut. 


2 
4) һо) = tog 222) 








A 





X 


2 — 
"2 = (—2) 
2 


a) h est dérivable sur |0,400| et h'(x) = чоң . 
x(x + 2) 














Фой моо 5521 Е 
X +2 
r X : Х 
b)h'(x)-2f(x)- alors f(x) = h (x)^ 
х+2 X + 


ос 201 
X +2 





x +2 
Soit F une primitive de f qui s'annule en 0. 
F(x)=h(x) +x —-2:Log(x+2)+C et F(0)=0 





2 
RG - 5 Log 2 хоцк 2)+ C 
x 
Р(х) = х 00 х-2108(х-2)-0 


lim F(x) = im = Xf(x) + x – 2Log(x +2)+C=0 
D'où – 21092 +C=0 ou encore C = 21062. 
Р: 
Е(х) ы Lal? e 
2 Х 


3)k«0 ; f,(x)=f(x)+kx. 
a) f, est dérivable sur jo +f, f, (x)=f(x)+k=g(x)+k 
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fi (x) 20 © g(x) = –К avec ke IR? 
On a g est continue et strictement décroissante sur 0,4-00| 
Alors g réalise une bijection de ]0,+ co | sur |0,+ o» [. 
or (-k)e 10, + 00 | alors (—k) admet un seul antécédent 
o, € ]0,+ со | telque g(a,)=-k 
d’où fi (х) =0 e xza, 
b) Pour x «a, et on a g est décroissante alors g(x) > g(a,) 
d’où g(x)+k>0 pour x » a, et g est décroissante alors g(x) < g(a, ) 
d’où р(х) + k «0 
limf, (х) = lim f(x) + Кх =0 


limf, (x) = lim f(x) + kx = —00 





pour O« x € a, on a: f, est croissante sur ]0, =. | 
d’où 0« f, (x) « f, (о, ) donc 0 < f, (о) 
1) f est définie мэн x > 0 et Log x| > 0 d’où Df = [0,4 о [. 


2) lim EE iQ) bhi ы : lim X Log ET 
Х-1 


x21  x-1l x1 "M 
-Х | -X'Logx KEN X 
E (x -1): Kom ` -x-1 4-Logx 
Donc f n'est pas dérivable à gauche en 1 d'oü f n'est pas dérivable en 1. 
3) a) L'inéquation est définie sur |0, oo [. 





= ] x (—co) = —oco 


4Logx +1>0<— Logx' z-1e»Logx^ > —Loge <> x° su — 
e e 


1 Е = 
<x > |— DU encore x>— d'où S=] —.+ 00 


Je шини 
b) f est dérivable sur |0,1[U ]L + [. 
5 x e|0,1] alors Logx «0 donc-f(x)= х? Log x 
— x (4Log x +1) 


о) о iine. ec EE. 
24) – Log x 


24|- Log x 24/— Log x 
Si xeli, +| alors Log x » 0 d’où Г(х)=х°*./Торх 
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| Х x(4Log x +1) 
par suite #'(х) = 2x4/Log x + ——— = MIM, 
24 Logx 2JLogx 


4) 





e 
. _ 1: 2 m 1: _ 1: E 
limf(x)- ших VILog x| = lim Jx|Logx| = lim JIx Log x| -0 
lim f(x) = limx? J|Log x] =+. 
4. f(x) A Е 

Эр” lim " -limx J[Logx| =+% 





donc C, admet une branche 


parabolique 

de direction l'axe des ordonnées au 
voisinage de + оо. 

* limf'(x) =—со et lim f'(x) = +оо 


donc au point d’abscisse 1 la C, 


admet une demi tangente verticale 5 
dirigée vers le haut. : 


+. | 
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Ё 1)a) го) = ECT six>0 


f(0)=1 
Log (1 +x)—Log(1+0) 
х-0 
c'est le nombre dérivée de Іа fonction U : Х1--2106(1-х) en 0 


limf(x) = lim 
0” 0” 


ог U'(x)- EN d’où U'(0) =1 
1-Х 
par suite limf(x) 21- f(0) donc f est continue en 0. 
0* 


comme f est continue sur |0,+ co | donc f continue sur | 0,+ co [. 


2 3 
b) «9 - Lege) -|s Бэх) 


<Q. 





g est dérivable sur [0,+ co] et {жуы зы] x? = 
]-x Ї 





0 est un maximum absolu de g donc pour tout x € [0,+ со | , g(x)<0 


x? 


2 
d'où Log(1+x)<x neos 


2 
с) On pose: р(х)-1.08(1-х)- х - d 





p est dérivable sur [0, + co | et р(х) =———-1+= 
+ X 





О est un minimum absolu pour p donc pour tout x>0,ona: р(х) 20 


x 

d'oü POE с сы 
х2 xt 3 
d) On a : pour tout x 20: EECH et x n c эе 
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Solutions 
2 2 3 
d'oü ee 
2 2 3 
Log +x) 
[oo E 
0 Х 0 Х 0 Х 
x^ x? ох? 
опа: X——<Log(+x)<x-—+— 
2 Ge 
2 x" A c9 o 2 3 2 
x 1 
d'oü ТОСА Оа ЖЩ par suite f est dérivable en О et f'(0) 2 ——. 
| 0 x^ 2 2 
2) a) h est dérivable sur [0,+ el. 
1 1-Х-1 -Х 
h'(x) = - = З = ; 
p x+] (xD (x«l) 


+ 00 





0 est maximum absolu pour h, donc pour tout xe IR. on a h(x) 50. 
b) f est dérivable sur | 0, + оо |. 


Ї 
* f'(0)=—— 
(0) ^ 
* 1 1 1 
Pour tout x » 0 f' (x) = - — Log(l * x) +—: TOUR 
x? x x«l 
— Log (+ x) + —- 
h(x 
n EE nor «0 
Х Х 





1 
- Мин" 
(x) | 
3) ф(х) = (х) -х, op est dérivable sur R, 
ф'(х)=['(х)—1 or f'(x)«0 donc ф'(х)<0 
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Ф(х) ышы ы a uo 
оа e (0) - f(0)-1-— 
ZS ze — ]-X X 2 
Eu 1 
q(0) 21 d’où A: у= 2 m 
x20 


C'est l'équation de la demi tangente au point d'abscisse 0. 
Construction : 
] 
ш лш ы 
+оо Х +оо a" y = -x 
TAKE Шарх... 
+00 1-Х х? 
lim o(x) + x = limf(x) = donc y =-x 


12-1 


asymptote en + о. N 


4) ОГЧ | 
а) (х)-хсЇ (Хх)-х-0с20(х)-0. 


Ф est continue et strictement décroissante sur 

10,+ со | donc ф réalise une bijection de 

10,--о0| sur 1-оо,1| Or 0€ |- ,1[ d’où 0 

admet un seul antécédent o є |0, + со | ^ 
d’où l'équation f(x) = x admet une seule solution o є ]0, + © | 


OT daan et Ф(1) = -0,306 d’où DES | 

dE <x <1 et f est strictement décroissante sur |0, + o | 

donc (2 2 f(x) > f(1) ouencore 2Log3-2Log22f(x)2 Log2 
1-0,812Ї (х)20,69»0,5 d’où f(x) B | 

с) 2 <x <1 eth est strictement décroissante, donc Б 2h(x)zh(l) 


21085 > h(x) > —Log2 d’où ~ 0,2< (х) <0,2 donc Ib(x)| <= ; 
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d)f'(x) = 2 23 ‚опа: RG <= TENE lte 
A 








1 1 r 4 
comme —<x<lé—<x?<le4>——2>1 d’où (х) <. 
2 4 x^ 5 
5)a) V ne IN, f est continue et dérivable sur tout intervalle fermé de ІК, 
eton a: V Xe IR,, | f'(x) | <$ donc et d’après le théorème des 


accroissements finis опа: 


4 
EU) - £(0,.)] s z|U, -0,4| e |U 


ucl ` 


ES sz U, -U, | 
Montrons par récurrence que | U,,, — U, |< 8 , |U, - UJ. 

e Pour n 20,1 0, mell JU, -U, | ө|0,)-061 50,)-04 
e Supposons que |U a - U, 4) ‚ГО, -U,| et montrons que 


n+l 
11145 -0,482| 10,-0,|. d’après 5) a) 


AY AN 
ЦЭРЭН Uul SZ 210,012) JU, -Uol 


4 n+] 
«| 10, - Ul. 


Donc V ne IN опа: шин -0, 5 S {U -U.l 
5 


d'oü |U - Ü 





n+2 1-1 


im [4 =0 donc lim|U,,, -U,|=0 


П > +00 
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Fonctions exponentielles 


I) Fonction exponentielle 

M Définition : 

La fonction exponentielle définie dans IR à valeurs dans |0, + оо | est la 
bijection réciproque de la fonction Logarithme népérien qu’on note : 


x F> e* où x F> exp(x) 


Conséquences : 


Si xekR, Logx-y < х-е! 


a et b deux réels a et b deux réels 


ei =е? < a=b ei >e? © a»b 


Xx 5 e* est strictement 


croissante sur IR 
B Courbe : 


La courbe représentative de x > e^ est la symétrie de celle de la fonction : 
x F> Logx par rapport à A:y-x. 


B Limites : 


lime” = +оо 


Ш Dérivée : 
e La fonction exponentielle est dérivable sur JR et (exp) (x) = exp(x) 
e Е(х)- eV? avec U est une fonction définie et dérivable sur un intervalle 


I alors F est dérivable sur I et F'(x) = U'(x) eU? 


Ш Propriétés algébriques : 
a et b deux réels et neZ : 


E 1 
gek 
€ 
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ID Fonction exponentielle 2 à basea 
Wi a est un réel strictement positif, la Байг exp, хэ а” définie sur IR 


est appelée Fonction exponentielle à base a . 
Wa -e"^*, xe a"estdérivable sur R 


et Dä = Loga:e"^* —a* . Loga 


ба: 5 0«a«l: 


ee Propriétés: a>0;b>0;xet SN deux réels lees 


X 


Comment retrouver les 
propriétés YS lime" = +оо 
de la fonction exponentielle à К 
partir de sa courbe Le sens de 
représentative ? variations de exp. 


Le signe 
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COUFrS 


Comment résoudre une équation 
ou une inéquation dans laquelle 
figurent des exponentielles ? 


Comment résoudre une équation 
de la forme a = b 
respectivement inéquation de la 
forme a^» b? 


Comment retrouver les 
propriétés de la fonction a”? 
(a > 0) 


Comment calculer une limite en 
+оо 2? 


Résumé de 


pour les quels les expressions sont 
définies. 

2) On se raméne lorsque cela est 
possible à une équation de la forme 
eU (9 = e VO) 


Ou une inéquation de la forme 

eU) < е0. 

3) On résoudre alors l'équation 

U(x) = V(x) ой U(x) x V(x). 

4) On se ramène lorsque cela est 
possible a des équation ou inéquation de 
2° degré ou 3*'* degré. 

5) Utiliser un tableau de variation d'une 
fonction choisi. 


x Loga 


On écrit a` = e et on utilise 


e ј 
L'équation devient x Log a = Log b. 


, . . Log 4. 
On écrit toujours a = e*^** et on utilise 


les propriétés l'exponentielle. 


1) On examine si on se trouve dans une 
situation de forme indéterminée. 
2) Dans ce cas on tente la factorisation 


X 


pour se ramener еп cas SCH 


Х 
3) On utilise les régles opératoires 
suivant à l'infini exponentielle 
l'emporte sur х". 
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ENONCES 


QCM ; Pour chaque question une seule réponse est correcte dire la 
quelle sans justification. 
1) L'ensemble des solutions de l'équation e" = 1 est : 


BI bp) [el 


2) La courbe représentative de la fonction exponentielle a une ............. 
[al tangente horizontal [b] asymptote verticale 


asymptote horizontale 
3) lim (1-e”) est égale à : 
1411 D ын 
4) La fonction f définie par f(x) = e” sa fonction dérivée est f' (x) égale à. 
5 1 -x 
e — cl-e”. 
Hn DE 
5) f définie sur [0,8] par f(x) = 8-x ei" 
f est croissante sur [0,8] D f est décroissante sur [0,8] 
f'(x) = e*Š (x + 1) 


Chacune des affirmations suivantes est-elle vraie ou fausse ? 
Justifier votre réponse. 


]) e? « 0. 
2) La fonction ех est décroissante sur IR. 
3) La fonction f(x) - est impaire. 





e vg 
4) Pour tout x 0, опа e*xe* 
5) L'approximation affine de e" pour h proche de 0 est h 4 1. 
6) 3* est dérivable sur IR et (3)' = 3" 


X 








| 1 
7) La courbe QC de la fonction f(x) = С - admet un centre de symétrie A(0, о? 
е 
Résoudre dans IR. 

х+б 1 

1)e*=e*" 2) e?**5 = ex 
x? 344  .-x sinx РА 

3)е = (еу e 4)ее -e/? = 0 


Q Résoudre dans R , les équations suivantes : 
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1) ех +! = е2% 2) er n -1 . Зуе?^! = e nl 
4) ë saat: 60 ; 3) be ; 6) БХ eyes 


ех е^ 
7) e?” — 3e” -e* +3=0 


H Résoudre dans R , les inéquations suivantes : 




















l)e” >3 : 2е2* >3 : дус SE 
е^ +1 

d'et xe à Sje "ue te) see Te ыты) 

Calculer la dérivée des fonctions suivantes : 
1) #(ху=е  ; D  ху-е”! , 3) f(x) =e " 

x 1 
4) (х) -х2е? ; 5)f(x) = Ы Ох 
e +1 Х 
2 
ОЕ E 
X 
N/ Calculer les limites suivantes : 
1 

xLogj 1+— x _1 
D ШШ, 9 | ) | 2) lim — Log——— ' 3) Jim Cx) 2 

е^ x? +1 2 xe 77] 
4) lim — 5) lim evtx -x| 5; б) іт 

x2 уй X —>+00 X x—-1 x+] 
1 

е COS x 1 

7) li : 8) li —— Log!1- 2е* 
PONE ii ges e 
: 2 

9) lim e *Log(l+e”*) ; 10) lim e *Log(1+e”*) 


X 2 1 


11) lim Log| x lies" -]); 12) lim? SE 13) lim(cos x + sin х)" 


Nisch f définie sur IR par, f(x) = x1—3 43e 2. 

1) Calculer Р(х), étudier le sens de variation de Р et déterminer les limites de 
Ё en +оо et en -oo, 

2) Montrer que l'équation Р (х) 0 a une solution o est une seule sur IR, 
et donner une valeur approchée de o d'amplitude 107. 
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Déterminer le signe de Р sur IR. 
3) Déterminer le sens de variation de f sur IR et montrer que : 
Ко) = о? + бо - 3. 


X 


4) En déduire l' inégalité pour tout réel x, х -3 43e?» E А 


Soit la fonction définie sur IR par : f(x) = 2x + 5 — 2e”. 
С sa courbe représentative dans un repère orthonormé (О, ij. 
1) Etudier la fonction f. 
2) Montrer que la droite D : y = 2x + 5 est une asymptote а G en -о. 
Préciser la position de G par rapport à D. 
3) Soit A la droite d'équation y = 2x. 
Ecrire une équation de la tangente T à б au point d’intersection de Ç et A. 
4) Tracer б. 


Nä fonction fm est définie sur IR par (х) 2e* `"^ où m est 
un réel donné. 


1) Déterminer les valeurs de m correspondant aux cas suivant : 
a) fa (3) = 1. 
b) fn (1) = 2. 
2) Soit g la restriction de Ё; à [O, +оо[. 
a) Montrer que g est une bijection de (0, +co[ sur un intervalle J que l'on 
précisera. 
b) Donner l'expression explicite de g (х) pour x donné. 
C) Tracer les courbes représentatives de g et e dans un méme repère. 


A) Soit la fonction définie pour tout réel x par g(x) = x -e 2. 
1) Etudier le sens de variation de g et préciser les limites en + et en -oo. 
2) Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur (0, 1]. 
Justifier le fait que : 0,7 < à < 0,71. 
3) En déduire le signe de g(x). 


B) Soit f définie pour tout réel x раг: f(x) = (2x — 4)e? + 2 х. 
1) a) Exprimer Р (x) à l'aide de р(х). 
b) En déduire les variations de f. 


4 
2) a) Montrer que f (a) - 4-a.-— . 
a 


b) En déduire un encadrement de f(a) d'amplitude 0,1. 
3) a) Déterminer Їїп х) et lim f(x). 


ЭР? 2 | -— — 
(Indication : en +оо, factorisé e? et en -со, faire apparaitre p 
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et poser X нэ 


b) Démontrer que Іа droite d'équation y = 2 — x est une asymptote à б la 
courbe de f au voisinage de -oo. 

4) Dresser le tableau de variation de f. 

5) a) Calculer les coordonnées des points d'intersection de C et de l'axe des 
abscisses. 
b) Calculer les coordonnées de E le point d'intersection de G et l'axe des 
ordonnées. 
c) Donner l'équation de la tangente T en E à €. 

6) Tracer С et T. 


X 


е 
On considère [a fonction f définie sur IR par : f(x) = . 
раг: f(x) hs 





On note G sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, ij du 
plan (unité 2 cm). 


ху ха Меннеғаце Gees 


е" i 





b) Etudier les variations de f. 

2) a) Montrer que C admet un point d'inflexion I à déterminer. 
b) Donner une équation de la tangente T à Gen I. 

3) Soit ф la fonction numérique définie par ф(х) = f(x) — x 


V3 


a) Montrer que pour tout x de IR on a : f mc | 


b) Etudier les variations de ф et montrer qu'il existe un réel unique a tel que 
p(a)=0etLog2<a<l. 

4) Tracer T et G. 

B) 1)Montrer que f est une bijection de IR sur l'intervalle J à préciser. 

2) Soit g la réciproque de f et soit б’ sa courbe. 


a) Déterminer g(a) et 22) | 
x? 


Le? 





b) Montrer que g(x) "ed | pour tout x € J. 


c) Tracer la courbe б’. 


1) Soit g définie sur IR, par р(х) = e* - x — 1. 
a) Etudier les variations de g. Calculer ё(0). 


x 





b) En déduire que l'expression est définie pour tout réel x. 


e -x 
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X 


e 





2) Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) =— 
е - X 
a) Vérifier que pour tout x € IR, f(x) > 0. 
b) Déterminer la lim f(x). 


3) Etudier les variations de f et construire sa courbe dans un repére orthonormé 
(О, i, J) avec H 20201 


x-l 
Y Soit f définie par f(x) =e*”' pour x z -1 et f(-1) = 0. 


1) Etudier la continuité de f en xo = -1. 
2) Etudier la dérivabilité de f en xo = -1. 
3) Etudier les variations de f et construire © la courbe représentative de f. 
4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f Se 
b) Construire la courbe de f `! dans le même repère que б. 
5) a) Calculer le nombre dérivé de f еп 1. 
b) Déterminer l'expression de f Ze 
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CORRIGES 


М осм 


l)e = 1 & x = 0 donc la réponse est | а | 


2) Опа lim e*=0 donc G admet une asymptote horizontale y = 0 d’où la 


X—-—o0 


réponse est 


3) lim 1-e* = lim 1- el з-о on pose t = -x d’où la réponse est [5]. 
X—-—00 t— +00 


4) (eV 9)» = U'(x) e"? donc (е *)” = -e* d’où la réponse est 
5) f est dérivable sur [0,8] et £ (x) = -e** — xe" = -e"* (1x) < 0 d’où f est 
décroissante sur [0,8] d’où la réponse est |b]. 
Wi 1) e? «0 Faux car l'exponentielle est strictement positif. 
2) Vraie : car (e^ ^y 2-e*? «0 
3) Fausse : car Vx € IR, -x e IR 
f(-x) = — T х — f(x) donc f est paire 
4) Fausse: car x < 0 < -x 20 
e* < e? et e™ > е? 
e'xlete"21 d'oüe"<1 < e” 
5) Vraie : f (h) = (e = e" 
Alors l'approximation affine de e" voisin de 0 est f (0) h + f(0) 
ch 0-1 
6) Fausse : car 3* = e = € 
(377 = Log3 e'^?? = (Log3).3* 
7) Vraie : car V x € IR, -x e IR 





X 
Log 3 x Log3 





f(-x) = Е -Eee 1 
14-67 (1+e*)e"* e*+1 
1 е“ 1 
2 x— -Ңх) = 1 — х) = 1 - ——-——- f(-x 
; 59 (X) TERT EA 


Donc A est un centre de symétrie. 


N Dei sei —xX2=-x-1< x2+x+1=0 
A-71-4--3«0d'oà Sr = ó 


x+6 1 


2) e2x+5 = ex définie que pour x ZO et x <= E 
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Жа: na Ee Se Deh =] ou x —-5 
2x+5 х 
Sm = (1,-5j 


3)je" ste ei е = e e х2 = 12-х ex tx-1220 





А = 1+ 48 = 49 donc les solutions sont x' us -4 et х" = 3 
SIR ын {3,-4}. 
. 3 
4) e ех. e7 -0 


| 3 
eism 2 „% D РРР e es 
2 2 
5 
vr 2л ou x=—+2kmkeZ 


Sir = (reen, keZ] 


1)On obtient x? +1=2x ex? -2x 4120 (х – 1) =0<>х=1 
d'où S- (1j. 
2) e 7 Le ex? -x+1=0 pas de solution car A=-3<0 d’où 5 = Ф. 
3) Pas de solution car е?! > 0 et - e" «0 d’où 8-0). 
4) On pose X « e*, on se ramène à X^ - X- 6-0 
qui admet pour solution X -—2 ou X=3 
ee“ ——2 n'a pas de solution car -2<0 et e^ >0. 
ee =3& x = Log3d'oü S={Log3 К 
5) Le quotient est défini si et seulement si e* —e * z 0 


X 


e*—e*=0< e =e” х= -хех=0). 


L'équation est définie dans IR V {0 }, pour tout x #0 


X -X 

e^ +e _ _ 
------ш 4656-67-26" —2е`* 
e* —e * 


&e* -3e * 20e»e* =3e * ou encore e" =3 (on a multiplié par е^). 


шоог оз) 








3 
qui est non nul d'ou Š = | 


6) Оп multiplie pour e" ; on se ramène à e^* — 3e* = 4 
ou encore e^* —3e* — 4=0. On pose X = e* , on se ramène à 
X^ —3X 4-0 qui à pour solution X --1 ou Х-4. 
e e*=-]  n'apasdesolutionon e*>0 et -1«0 
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e ех 4 < x-log4 d’où 8-110841. 
7) Avec X-e* onseraméne à X? - 3x? - X 4 3-0. 
1 est une racine du polynôme X^ —3X^ -X +3 qui se factorise еп: 
(X-D(X^-2X-3) 
X’ -2X-3=0— Х=-1 ou X=3 
ee =l<— x=0. 
e ex ——] n’a pas de solution: e^ >0 et -1<0. 
ө e* =3&x =Log3,ďdoù S={0;Log3}. 
` 5 е >3 x > Log3 d’où s=|Log3,+ о [ 
2) e?^* >32-x>Log32-Log3>x d’où S=|—-c,2—Log3|. 
Зе” —1 
e^ +I 
4) 67 3 >e к? 43»2x e x? -2x 4320. 





3) »3€3e' -1>3(e" +1) -1>3 impossible d’où 5-0). 


Le polynôme – x^ — 2x +3 a pour solutions 1 et — 3. 





-x^-2x43 
d’où S-]- 3,1]. 
5) On pose X =e* alors X^ e^ et X°=e*, 
on se ramène à: X? + X? - 2X «0. 
Etudions le signe du polynôme Р(х) = Х° X^ -2X 
on factorise ` Р(х) = X(X^ + X - 2); X^ + X - 2 admet pour racines 1 et -2. 





P(X) 
P(x)e0Xe]-«,-2]U[01] ©Х<-2 ou 0<X<1 
Comme X =e¢*, e? «e? – 2е* «0 ех <-2 et 0<e* «1 
e е" € 2 n'a pas de solution car -2«0 et e“ >0 
° 0<е* <1‹>е* «1oxx0 d’où 8 = | о,0 |. 
6) On pose X « e?* ; Soit Р(х) 2 -X^ + 7X -12 
опа: Р(Х) = (X – 3)(Х – 4) donc P(X)»0X«]3,4| 
—X? +7Х-122063<Х<4 d'où 3«e^* <4SLog3<2x 1.84 
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2Log 2 
м d'oü s= 0082 roga] 


Les fonctions de l'exemple 1, 2, 3, 4 et 5 sont définies sur ІК. 
1) (х) -e'* est de la forme eV? avec U(x) = -x , U'(x) 2-1 
d'oüf'(x)--e' `. 
2)f(x) 2e^*!, U(x)=4x-1 et U'(x) A d’où f'(x) = dei", 
3)f(x) CH * ;U(x) = х2 +1 et U'(x) = 2x d’où f'(x) = Auen. 
4)f(x) 2 x^ e”! on dérive f comme un produit : 


"(ху = 2хе?! + 3x?e?*! = x(2+3x)e 7". 


A 





5)f(x)- ы on dérive f comme un quotient : 
X X 1 2 A E X X 
f'(x)- л аси ые” 
(е^ +1) (е^ +1) 


l 
6)Ї(х)- 2 ех, f est définie et dérivable sur IR. 
X 


| | | 
1 = es = 
f'(x)=- е A ке je 
X x| х X X 








2 
1-Х 1-Х 





7)Ї(х)- e* +e% , f est définie et dérivable sur IR". 
E) 2 2 DN 2 S |= 2 2 
| еше ее ú цэ E 
A A 
EEN mm А 
г(ху= la EUN I + 2хе” 
A A 
3 2 
ES Lyc] 2 
d'où (х) = SE. e охе, 


2 


x 
NJ f(x) = чод + 1| 
Х 


lim f(x) = lim d | | э ЕКШ E 
+оо + ot 


E fO) е 
X X ца 


A 2 x 2 2 X Ss 
2)f(x) = Log — Е - ep D = 
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X 





pee р Е 
+оо ех +оо е^ 


ех – ] 


A 





Alors lim Lo | = Jim Log(e” —1)—1=Гор]=0 
+00 +оо 


par suite lim Log(e* —1)=1. 


Log(e* —1) 
X 





L 
оёх р 
Х 


On en déduit lim 


+00 


= ( comme lim 
+00 


Alors limf(x)=0. 
3) lim(-x)" e* = lim(-x)" 9 -inl - «| 


n 
x 
| X — | 
а) -0 car іт Хех =0 
09 ñ -00 


х Ml 
еп л л 4 n 
e A en en 
= т = 























4) hm — = lim = im — | =li +00 
+o y” +o у! +00 | X +00 Х 
П · — 
n 
eh 
car lim x +o. 
+00 
: l | 
x° +] 2 / 2 1 / 2 
S)f(x)s—-——e'"* ~x =x| ev аен 
X X 
1 
| 
1 ac? e ŸI+x? 
e lim———— = 0) alors lime "** =] donc lim = 0 
"S aluet i шин 
| 
| e V1+x2 _ | ех 22 
ө lim————— =] car lim =] 
Ae 1 Х-0д X 
] + x° 
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Solutions 
1 
X "m -1 
On déduit alors lim -1 
ээс 





Par suite limxl eY} —1l= lim 
































gon NT RNC SR 
400 13x? +00 1 
шинээ 
| Х 
e On conclut que ЇЇ (х)-1-0:1. 
+оо 
-Х-1 -Х-1 2 -x-1 2 
BEE US EE 
+1 х +1 х +1 
On pose Х--х-1 
-Х-1 A 2 
lim © ee 
х--1 X +] X5>0 -X 
-Х-1 
| I e -1 
ett ul 2-2 Le. 
-! -1 x+] 
7)x |z) alors cos x—— 0 et ——> —00 
2 COS X 
1 
] 
EJ 2 е 95 х 
lim ех = 0 lim = Jim 99А 2 
2 2 
COS X 
1 
саг lim созк =limXe* =0 et lim = віп --] 
BI COS X SS лү 
2 


B x 2 


8) 00) -x -- Log - 2e" 














1 1 1 1 1 
= x —— Loge*| — - 2| = x -—Loge" -—Log| — – 2 
SE E ; Loge —— Log — | 
UNE 
2 2 e* 
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Мы еш ке А ЕВ = +00 
+оо +0 2 2 e^ 








9)f(x) =e "Log(l 4 e^) = e^  Logle^* (e up j| SE Dx + Log(e ^* + 1)| 


lim f(x) = lim2xe * +e”* Log e?" +1|=0 
= Цаг нан XOWÜ 
2x 
Logd ze) -lim Log(X) _ 


10)lime?^* = 0 alors lim 1 
—00 — 00 01-62)-1 XI X-1 
‚ L 1 2x 
par suite lime "Los + e^*) = lime *e2* сга 
-00 — co (+e *y-1 


2x 
“here шав 20 
-% 1-6:3-1 


"deër e EC 





11) ша. х*-1 -0 
pum og| x| : -с0 |х | Х x^ -1 
xw] 
X 
Car El 0 et іт Di et |x|=-x 
22 x 2 
212) ex 
donc lim = lim --1 








-» x —] -> x^ —] 
Е дэс Pap de 
12) (ху E. esx ST -141-совх e" -1, 1-совх 
X 


2 2 2 2 


x? 


e" —1 l-cox 1 3 
2 2 i P 
X X 2s d 
| 
13) f(x) = (соѕх + sinx)* =e 
Logcosx , Log(I+tex) 








lim TO lim 


1 
СО” X+Sin x) — Log[cos x(1+tex)] 
X — e X 


=e * X 
df Log(cosx) ` lim Log(cosx) совх-1 _ 
0 X 0 С05Х-1 Х 


1 —cos x 20 


0 





car lim POE -1 et lim 
X291 X — 0 Х 


° E SE -1 саг (11:22:22) 2 =] 
0 tex x 0 Х 
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Y 1. SS 
V. f est dérivable sur IR ; f'(x) = 2x + 3 E 3 | -2Х- e? 


l ES 
Р est dérivable sur IR, rural A ° Loch š 


x 


comme e ? > 0 donc f" (x) > О d’où Р est strictement croissante sur IR. 


1 Х 


——X — 
*limf'(x)-lim2x-e? —-o car lime ? 20 et lim2x =+% 
Ho +оо +< +оо 


* limf (x)-lim2x -lime ? 2— o 


2) Р est continue et strictement croissante sur IR donc Р réalise une bijection 
de IR sur IR or 0 € IR donc 0 admet qu'un seul antécédent o dans IR. 
On a f (0,43) = -0,006 et £(0,44) = 0,016 donc 0,43 < a < 0,44. 
* Р est strictement croissante sur IR alors : 
$1 x < a alors Р(х) < f (o) d’où Р(х) «0. 
Si x > a alors Р(х) > Р (a) d’où f(x) > 0. 





on a f (a)20€»2a-e? =0<—e 


f(a)=a? -3+3e ? 2a? -34-3(20) 2 a? 6a.-3. 
4) f(a) est un minimum absolue pour f donc tout x € IR, on a f(x) > Ќо) ; 
опас > 0,43 = о? > (0,43)* et ба» 2,58 


donc f(a)>-0,2351 > d'où ZA) > donc x?-3+3e 3 > ' 


Na f est définie, continue et dérivable sur IR et on a : 
Р(х) =2-2.е*= 2(1-е%). 
Р(х) = О фе*= 1 х = 0. 
1-6 > 0 @ 1 > e* — 0 > x. 





* limf(x)=lim2x+5-2e* =— oo саг lime” =0 etlim2x +5 = -оо, 
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* limf(x)-lim2x *5-2e' «limx 24252" ma со 
+00 +00 +00 X X 


Car ji eese. oo et 20: 
+o у +0 x 
* f(0) 2 3. 


2) lim[f(x)-Qx * 5)]-lim-2e" =0 


donc D : y = 2x + 5 est une asymptote au voisinage de -oo. 
* f(x) — (2x + 5) = -2e* < 0 donc б est au dessous de D. 


Medal о 
ы ysfx) | х)-2х 


5 
* f(x) = 2х < 2х + 5 – 2е* = 2х €” -Sex-Log(-). 
aje 5 I 5 x 
* y = 2х = 2 Log C) donc GAA est le singleton А LogC7) : 2008) 


T:y =t (Log) хов) |+ Log) 


| SU Los?) eo 
(Los d e | d d 3 


d'où T: y = 3x + 5 Log (2). 


4) y = 2х + 5 asymptote au voisinage de -oo 


йш «modo 5 donc G admet une branche parabolique de direction (уу?) 
= х ж X Xx 





V MR ТИТ WI 


b)f()22oe ?"22e1-mzsLog2oe mz 1 -Log 2. 
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2) (х) ze" t". 
a) g est dérivable sur IR, g'(x) = 2x + 1) e 


опа: x > 0 — 2x + 1 > 0 et e*t > 0 d’où g'(x) > 0 
g est continue et strictement croissante sur (0, -oo[ donc g est une bijection 
de (0, ze sur g([0, «оо ) = [g(0), ltmg(x) [ ; 


x?+x 


or g(0) = 1 et limx?+x=+00 donc lime" ** =+% d'où J=[1,+ceo[. 


b) 51 х є [1, *oo[ et y є [0, to 
gx)2yex-g(y«exze""eLogx-y^-y e y + y - Log x = 0 
c'est une équation de second degré d'inconnue y ; on obtient : 
A=l+4Logx or x>1 donc Log x > 0, 

donc A > 0 par suite les solutions sont : 


-1+,/1+4Logx -1-,/1+4Logx 
y m——————— OU y=—  .. 


2 2 
— à reJetécar y €[0,+ оо] 
2(-1- 1+4Logx | 
2Logx 


>0. Car x> 1 


| 1+/1+4Logx 
2Logx 


d’où pour tout x є [1, +оо[, g (x) =—.-?..Q. 
1+./1+4Logx 


c) Les courbes de g et 67 sont symétrique par rapport à A : y = x 


; grs { 226 

Bx 800 - lim —-lime* .—=+00 
T X +0 Х 

donc la courbe de g e une branche 

parabolique de direction l'axe 


des ordonnées. 





R lim g(x)=+ oo, lim 





170 


Fonctions exponentielles Solutions 


NIA) 1) g est définie, continue et dérivable sur IR 
iL |+ >0 d’où g est strictement croissante sur IR 
" limg(x)-limx-e 2 = + оо car limx=+00 et lime 2-0 


X X 
* hmx-- oo et lime ? =+ oo donc limx-e? =—00 
—o0 


—o0 — 





2) g est continue et strictement croissante sur IR 


1 
donc g réalise une bijection de (0, 1] sur g (0,1) = [-1, 1 - e? ]. 


Comme 0€ PERRA donc 0 admet un seul antécédent o є (0, 1] 


Ve 
g(0,7) = -0,004 et g(0,71) = 0,008 donc 0,7 < & < 0,71. 
3) g est strictement croissante alors : 
Si x < a alors р(х) < g(a) donc g(x) «0. 
Si x > а alors g(x) > g(a) donc g(x) > 0. 


B) 1) a) f est dérivable sur IR, f(x)22e? - (2x -4) ge pi 


X X X X X 
=(2+х-2) e? -]2e? (х---)-62 (x-e 2) ou encore f'(x)=e? g(x). 
e? 
s 
b) Comme e? » 0 donc le signe f'(x) est celui de g(x) 
d’où f est strictement décroissante sur ]- oo, ol et f est strictement croissante 
sur Jat, +oof. 


2)a)g(a)=0 © a-e? =0 Se? =а е 


R | 


0) E 
d 


d 
b) Comme 0,7 < a < 0,71 alors = Ес 
071 a 0,7 
2-2 d'autre part -0,71<-0<-0,7 
0,71 а 7 
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4-0,/7144-0«4-0,7 or шээс ыг 


07 а 0,71 
А 4 4 
d'où 4 —0,71 -— «f(a)«4-0,7-—— 
0,7 0,71 
ou encore -2,43 < f(a) «-2,33. 


2 ЗГ . d 
3) a) limf(x) = lime? (du Jor lime? =+ о et lim— -0 


e? ei e? 
x 
e ei 
et comme lim—-=+00 donc lim — =+ оо 
+o X +o X 
2 


TEE | 
d'op lim—-=0 et lim2x-4=+00 donc іт Ңх)=+ «o 
To - +90 +0 
е? 


“ limf(x)-lim ER -4e? +2-x. 

On sait que : lim Xe* =0 donc imže? -0 
lime? —0 et lim2-x=+ оо d'où lim f(x) =+ oo. 
b) х) – (2-х) = (2х – 4) e = 2xe? Ae 


lim xe? =0 et lime? =0 donc lim [f(x) - (2 - x)) 20 


donc y = 2 – x est une asymptote à © au voisinage de -oo. 





5) a) (0,1) : y = 0 ; soit M(x, уеде 79 = 
Цх)-у f(x) =0 


f(x) 20 < (2x-4)e2 -2-x-0 
<= 2(x-2)e? -(x-2)=0 (x-2)2e? -1)=0 


«> x-2=0 ou 2e? -1=0 = x=2 оце? = 
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<x=2 ou Зэрөв(-)сэх-2 ou x —-2Log2 


d'où (O,i) >C = (AQ, 0) ; B(-2Log 2, 0)). 


b) (O, j) : x x0; soit M(x, Ee 
ЦХ)-у 


y = f(0) = -2 donc (О, j) AÇ = {E(0, -2)}. 
с) Т: у= Р(0) х + КО) d'où T : y=-x-2 
6) * у = 2 – x asymptote à С au voisinage de o 


х lim 9 went? Zei eaa со 
= у X X 


donc G admet une branche parabolique de direction l'axe (O, j) 





1) a) f est continue et dérivable sur IR ; 


2x 
e? Lie Le E 
2 


231 e'(I*e?)-e" e" 


LR = —— 
ke SS Seen 
е" [12-e? - e? e* > f(x) 


Tane —áÉu——— D——————— ""-—— O — M савыг, 


(Le? lee? Gite”) fiten Ire Ire" 


b) On sait que e* > 0 donc f(x) > 0 et 1+e* > 0 
d’où Р(х) > Ü donc f est strictement croissante sur IR. 


2) a)f WEE 
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E (lte mos Je” f(x) 


4- , 2x 
f"()- Lie" е feo (1 — 
(1+e”) (1-62) 
(х) =01-2е* =0 e> ge Log(— enne g(— EE, 


* Le signe de f"'(x) est celui 1 — 2e? car f(x) > O et (1 + e*) > 0 


[= 28 5051326" агтны су орхон, 





P'(x) 


Р” s'annule et change de signe еп "Log 2 donc © admet un point 
z | 1 1 
d'inflexion (1 I EE ide f Ë Log(— 3 ) 


1 1 1 
ona: —Log—--—Log2--Lo V2 = 
2 85 2 g g 


Log(-7-) 


| d Loey) | 
ТАЗ Eege d'où Les 5) 
be as Log(—) 43 EI "Ad 


b)T:y его ton Jer (Lour 
243 V3 ] 
E 


Try Ao g2t—— 


амын 
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b) ф est dérivable sur IR, o'(x) = f'(x)- 1 


43 43 


f (x) €— of '(x)-1€—-1«0 
4 4 
donc Фф est strictement décroissante sur IR. 
Фф est continue et strictement décroissante sur IR, donc q réalise une 
bijection de IR sur ç (IR). 


5100: 22-25 + eue c e 


1 +00 1 +09 1 
e^ (14 —- e Än 19 
( e^ ) е^ е^ 


* Jm (х)=0 саг lime” =0 d'où limø(x)=limf(x)-x =- о 





lim g(x)-limf(x)-x-- o donc q(IR) = IR. 


О є IR donc 0 admet qu'un seul antécédent o dans IR. 
e 


Eer 
donc Log 2 < a < І. 


4) lim f(x) = 1 donc y = 1 est une asymptote pour G au voisinage de +00 


-150 





Р10в2)=-7--1082>0 et Ф(1) = (1) -1= 


lim f(x) = 0 donc y = 0 est une asymptote pour © au voisinage de -со 


у-! = 
1.4 
y 59 "ju 
уле 
х=0 t х=] 


B) 1) f est strictement croissante et continue sur IR donc f réalise une bijection 
de IR sur J = f < IR > = JO, If. 


2) а) Оп а ф(о) = 0 © Қо) = а © g(a) = а 
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J2 42 1 








* g(—)-xo-——-f(x)2——o0-x. 
SL ) ) 5 (x) SC 
b) x € ]O, П et ve IR 
е” e? 
g(x) = y @ x = Қу) o х= < х? = : с(1-69)х7-62 
1+е? 1--67 


2 





e? ti 1) = -x“ е? = | 
1-Х 


2 





х? 1 
5) y=—Log( ) 


x 
1-Х 2 1- x° 





€» 2y = Log ( 


2 
d’où pour tout x € JO, Ц, g(x) "Log ) i 
-X 


сс esto) avec A y = x. 


d 1) a) g est dérivable sur IR, g’(x)=e"-1 


g(x)20ee-120oe'zlexzo 
*e | >0<— e> 1 хь 0 





000) 2e?-0-120 
b) 0 est minimum absolue alors pour tout x e IR. 
onag(x) 206 e'-x-120 


X 


est définie sur IR. 





<> e*—x > 1 d’où e* — x z 0 donc 








ех -x 
2) а) Опа: е — x > 1 donc e” — x > 0 et e* > 0 d’où pour tout x є IR, f(x) > 0. 
Ваа 
+00 -to ; X too 
e (1-—) | 
е {с 
е. 
Х 


A 

D EE 

саг lim— =+ оо alors lim— =0. 
+o X +09 e* 


X 
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3) f est dérivable sur IR, f()- 5-5 2-5 € -D 


(e* -x)° 
2x X 2x X X 
joue геу ё -xe -e° EE _е(1-х) 
"iii wee Wa 


or e* > 0, (e* — х)? > 0 donc le signe de f(x) est celui de 1 — x 





* imf(x)-0 car lime” =0 donc y = 0 asymptote au voisinage de -оо de б. 
Hm d y ymp 


lim f(x) = 1 alors y = 1 asymptote au voisinage de +оо de la courbe ©. 


у= 0 





xl - 
d 1) lim f(x)» ле" -0-10)саг lim LT 
х-(-1У x(-1)* + 


х-3(-1) x+] 
d'ou f est continue à droite en 0. 


х-1 


lim f(x)» lim е =+оо саг lim 292 
x2(-1) х-(41у x2(C-D x +] 
d'oü f n'est pas continue à gauche en 0, 
donc f n'est pas continue en (-1). 

2) f n'est pas continue à gauche en -1, donc elle n'est pas dérivable à gauche 
en -1. Mais f est continue à droite en -1, on cherche alors si f est dérivable à 
droite en -1, ona; 
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x-l 
-1(- ; =] o -] 
im ОСО ven Lle" L орна 1 
sat x+] xo(-0* x +] x-1 Ct x +] 


et lim Xe* 20. lim 0 Чой а ЕЕ 
х 0—0 xo(-0' x-] (-D x+] 
3) f est définie sur IR, continue et dérivable sur IR V {-1}. 


бх x 
гөө Säll, CNN CIENT 


x +1 QHP 





lim f(x)=e car lim pir 
p] +0 x +1 


Donc la droite d'équation y =e est une 
#) en (+оо) et de (- 





2 | 


j 
—— 1 
КР 
I 


N 


= — — mm — an em y — ыз ше = wem em ee wem wg — ЫН mm er — s mm = — нь em e (ээ em em en s“ - em == зээ 


4) a) f est continue et strictement croissante sur ]-oo, -1[ donc f réalise une 
bijection de ]-oo, -Ц sur Je, +co[. De méme f réalise une bijection de 
1-1, +oo[ sur 10, el or Je, +о[ A ]0, e[ = 2 d’où f réalise une bijection de 
Leon -1[ u 1-1, +co[ sur (0, ef L Je, +eo[ or f(-1) = 0. 

Donc f réalise une bijection de IR sur [0, +oo[ V (ej. 
b) Sa (C) = Ç avec A: y = x et ' la courbe de f”. 
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x-l 
5af(D-2xefo)-loe eue EL 0c x=1 d’où f!(1) = 1. 
A 


Ona: o= e es donc (f^ X0-——-2. 
CO) 
= Ё! fi = 
БО OE 
х є(0, +[\ {е} ycIR 
si yx -l 
2 -1 
Қу) 2x эе” =x —@—=Logx 
y+] 
1+Log x 
< (у – 1) = (у + 1) орх & y(Log x — 1) = -1 - Log x y 2———. 
1-Logx 


ду--1,8-1)-0с f!(0)=-1 
Conclusion : 
| Logx 
NO ques 


p Mos 


si x € ]0, -oo[ Me]. 
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Chapitre VIII 
Calcul intégral 


1) Définition : 
Soit f une fonction continue sur [a,b] et F une primitive de f sur fa, b] 
Le réel F(b)— F(a) est indépendant du choix de la primitive F de f. Ce réel 


b 
s'appelle l' intégrale de a et b de f et se note : | f(t)dt = [FH 

2) Théorème : 

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a e I, l'unique primitive de f 


sur І, qui s'annuleenaest: xi f Edt 
a 


3) Relation de Chasles : 


Soit f une fonction continue sur [a,b] et се [а, v] 

m | "f(üdt- f taya MOT 

WB En intervertissant les bornes, on change le signe de l’intégrale : 
| | ((Odt- — era 

4) Linéarité de l'intégrale : 


Ш Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b] ; c un réel : 

| £ g)odx = | Fox + | в(х)йх Tartan =a f одах 
li Conséquences 

| KG — g)(X)dx = ерх = | ердах 


M Attention : П n'existe aucun moyen général d'écriture autrement et plus 
b b 
simplement : | (f . g\x)dx et | H (x)dx 


f 
g 
5) Inégalités entre intégrales : 


Soit f une fonction continue sur [a,b], a «b 
W Théorème 1: 


Si pour tout х є [а,Ь] f(x) « 0 alors | "f (x)dx 50 
Wilhéoàme2:  —— 
Si pour tout x e [а,Ь], f(x) < р(х) alors Ir (х)4х € | зох 
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l Théorème 3 : 
[roo < [кух 


M Inégalité de la moyenne : 
e Soit m et M deux réels donnés tel que m < M 


51 pour tout x € la, b], опа: m<f(x)<M alors 


m(b -a) < | f(x)dx < M(b - a) 





e 5i pour tout хє la, Ы] ona: f(x)<K avec K » 0 alors 
| | £G0dx 
6) Définition : (Valeur moyenne): 


On appelle valeur moyenne de f sur [a,b], le nombre réel f- 


7) Intégration par parties : 


Soient U et V deux fonctions dérivables telles que U' et V' sont continues 
sur [а,Ь]: | "UQ) “УЧх)дх-| (х) væ - | "U'(x) . V(x)dx 
8) Calculs d'aires : 


* Supposons que f 20 
G désigne la courbe représentative de f dans un repère orthonormé du 
plan. L'ensemble des points M(x,y) du plan tels que | 0 est le 
0x y x f(x) 
domaine E du plan limité par les droites D et D' d'équations respectives 
х=а еї x =b еї Гахе des abscisses et la courbe C. 


« K(b — a) 





1 
р-а 





| тов 





б | L'aire du domaine E exprimée en unité 


b 
d'aire est égal à : Z€ -| f(x)dx LL. A 


(lu: A = l'aire du carré de côté ib 


Ш Théorème : 
Soient f et g deux fonctions continues sur [а,Ь] (a <b) l'aire de la partie 


limitée par les deux courbes représentatives de f et g et les droites d'équations 
respectives : x =a et x =b est le réel positif défini раг: 


18] 
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: 
ЇЇ) - g(x)|dx Uu. À 

Conseils 

B Utiliser la parité de la fonction f : 

Soit a » 0, Si fest paire alors | f(x)dx =2 |" f(x)dx 


Si f est impaire alors Í f(x)dx = 0 


W Utiliser la périodicité de la fonction f : (période T) 
f^ foodx = | ` f(x)dx 


е Calcul de volume : 7 . 


Soit (O, i,j, k) un repère orthonormé de Plan d'équation| 
l'espace. Soit (2) un volume délimitée 
par les plans d'équationz = a et z = b | 
et V son volume. 1 Plan d'équation|: 

> Théorème (айпи): | "e x 
Soit S(t) l'aire de la surface obtenue en prenant 
l'intersection de (2) avec le plan d'équation ITT Plan d'équation |; 
2 = t (le plan de cote t, t є [a ; bJ). 222 
Si Š est une fonction continue sur [a ; b] 


alors: V= [ S(t)dt. 


Remarque : le résultat est donné en unité volumique (u.v.). L'unité de volume 


du parallélépipéde rectangle dont les cótés ont pour longueur les normes des 
vecteurs unitaires des axes du repère de l'espace. S1 le repère orthonormé a 
pour unité 2 cm alors 1 u.v. = 2? ст? = 8 сп; ainsi si V = 5 

(Sous-entendu u.v.), alors V = 40 em, 

* Application : solide de révolution 


Soit (O, Lj k) un repère orthonormé de l'espace. Dans le plan d'équation 


z = 0, on note Cr la courbe représentant une fonction f continue sur un 
intervalle [a ; b] (a < b). 


> Théorème 
En faisant pivoter бу autour de l'axe (O ; 1), on engendre un solide de 


révolution dont le volume est V = | n[At)] dt. 
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Exemplel : 
1) On considère le cylindre de hauteur 


h et de rayon В, d'axe (Oz) dont la base 
est dans le plan (Oxy). 
2) Calculer le volume de ce cylindre. 
Solution : 
Soit t є [0, h] et Z le plan d'équation z = t. 
Soit S(t) l'aire du disque qui forme l'intersection de 2 avec le cylindre : 
S(t) = xR*. 
Donc V= ['sQdt- E ab" а= [ав =R h. 

0 


Conclusion : V = nR^h. 
Exemple 2: 


Soit f(x) = cos x pour x € EZI . On considère S la surface entre l'axe des 


abscisses et Cr. 

Calculer le volume du solide de révolution obtenu par rotation de la surface S 
autour de l'axe des abscisses. 

Solution : 

On calcule V par la formule suivante : 


y= Ë nf’ (x) dx = [2 rcos°x dx 
3 E 


Or соѕ?х = (cos 2x + 1) donc : 





y=2 Ї (cos2x E E 2221 
A 2| 2 


NE 
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2 
: . T 
D'où le volume du solide vaut EX 


Réflexes : 


Résumé de cours 


Comment déterminer le signe de 


l'intégrale Tam 41? 


Comment déterminer une primitive 
de f sur I pour calculer une 
intégrale ? 


Comment comparer deux 


intégrales [0 dt et Tan dt ? 


Comment calculer 2£ (aire du 


domaine limité par Gr, б, etx = а 
etx -—b. 


— Etudier le signe de g sur 
l'intervalle de bornes a, b et 
n'oublier pas les bornes 
(Exp: р(х) xOetb«a 


— Tags dx < 0) 


1) On connait la dérivée d'une 
fonction usuelle. 

2) Ой on connait une formule 
usuelle de dérivation 
(somme, produit, comparée,..) 

3) Oü la méthode d'intégrale 


On compare f et g sur [a, b] puis 
on ajoute l'intégrale. 


Si f — g est positif sur [a, b] 
Alors £ = [е - g)(t)dt 

Si f — g est négative sur [a, b] 
Alors = - [е - gYt)dt 


Si f — g change de signe 

УС = somme des aires algébriques 
des domaines définie à partir des 
intervalles sur les quels f — g garde 
un signe constant. 
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ENONCES 


N FAR les valeurs des intégrales suivantes (observez les bornes). 





a) IB (sin x) 7” dx b) fs (tex) (sin х)? dx 
22 6 
Wi Calculer les intégrales suivantes : 
т l X + 24 
а) | 2 cosx- sin” x dx 


4 


|! 3x^ + Ax — 5 5 
с) M d) | | 2 х-44х 


T 
9 On considère les intégrales : I = | 4 


1) Calculer I. 


dx. 








dx et J= [^ 
COS X 0 cos” x 


2) On considère la fonction f définie sur | di раг Ї(х) = —. 
4 COS X 








Montrer que f'(x) 2——; — 


cos х cos2x 
3) Déduire de 2) une relation entre I et J. En déduire le calcul de J. 


Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales proposées en utilisant 
la méthode de — par parties. 


b) Í xV 1+ хах ; = а) [2 < sinxdx : e) f, x oe 2xdx 


Sans chercher à les n comparer les intégrales suivantes : 


a) fi Logxdx et Í Log— dx ; b) fi x^ (Log x)^ dx et Í Vx (Log x)* dx 
3 3 2 2 





М L'objectif est de calculer les intégrales suivantes : 


г dx L^ ae | 
= | ———- ; J= | ——=—dx Ке 
|, ух? +2 |. Ax +2 |. 
1) Calcul de I. 
Soit la fonction f définie sur [0,1] par f(x) = Log (x + ух? +2) 
a) Calculer la dérivée f' de f. 


b) Calculer la valeur de I. 
2) Calcul de J et K. 
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a) Vérifier que J + 21= K. 
b) Montrer que K = 43:41: 
c) En déduire les valeurs de J et de K. 


\ | On désigne par f la fonction définie sur | 0,7 | : f(x) ЕЕ 2. — 


SIn X + COS X 


1) Démontrer qu'il existe deux nombres réels a et b tels que pour tout 


л | cos x -sin x 
ХЄ|0,- |,onait: Ї(х)-0------44 
2 cos xX +sin X 


2) Soit oe Ë z, Calculer [2 " f(x)dx. 


VA 8/ objectif de l'exercice est l'encadrement de l’intégrale : 
J(t) = E 41-12 cos? x dx. où te|0,1]. 


1) Soit Ф la fonction définie sur [0,1] раг ọ(h)=1-— ñ -41-1. 


a) Déterminer le sens de variation de ф sur 4 1 1 
h? 


| 4Ao(h) 





b) Etablir que pour tout h €[0,1] ona: 1-2- -h = 
2 
c) Déduire que : EE M 


2) a) Calculer les deux intégrales : | 2 cos? t dt et | 2 cos” t dt. 


t 3t 
b) Déduire que pour tout réel te [0,1 | ona: 5 E ЧЭ 


NZ Soit f une fonction continue sur IR, et g une fonction définie sur IR, 
1 үх 
par: р(х) = — |, f(t)dt si х»0 et g(0) = f(0). 
X 


1) Montrer que g est continue sur IR . 
2) Montrer que g est dérivable sur IR; et déterminer g'(x) pourtout x € IR; 


3) Déterminer р(х) dans le cas ou f(x)-cos?mx. 


NU/ soi la fonction f définie par f(x) =— | 
Х — 


1) Etudier les variations de f. 





2) Soit la fonction g définie sur ]1,+®%][ par: g(x)= [^ f(t)dt 
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a) Justifier l'existence de р(х) pour tout хє [1,+ со [. 

b) Montrer que g est dérivable sur |1,+ | et déterminer sa fonction 
dérivée g'. Donner le sens de variation de g. 

c) Montrer que pour tout x € | 1,-oo| ona: 


x? -x) f(x?)xg(x)x(x^ -x) f(x). En déduire lim g(x). 
Soit f une fonction déftnie sur [0,1 ! deux fois dérivable dont la 
dérivée seconde est continue sur [0,1 1 
Supposons de plus que f(0) = f(1) 20. Soit xc [0,1 1. 
1) A l'aide d'une intégration par parties, exprimez les intégrales suivantes à 


l'aide de x, f(x) et f'(x): | tf"(0dt et Í (1— t) f"(t)dt 
2) Déduisez-en que ` — f(x) = (1- x) Ї, tf" (t) dt -- x Í (1 — t) f"(t)dt . 


3) S1 f" est une constante C, donnez f(x). 


Vrai — Faux. Dire si chacune des affirmations est vraie ou fausse 
et justifier votre réponse. 


1) Si KO dt= Í. a(Odt alors f(t) = g(t) pour tout t e [-2, 2]. 


2) [ 66-5 dx est négative. 


3) Si g(x) — (f(x) pour x € [-1,1] alors | р(х) ах -( [ f(x) ax) 


4) Si f(x) > О sur IR alors Г f(x) dx 20. 


QCM. Indiquer la bonne réponse par a, b ou c. 


1) | dxest égale à : [a| 0 [b| 1 |с1-1 
2) Í (o + 1) dt est égale à [a | Í oo dtr2 [b] f f(t) dt+1 | KY dt 
3) [sin X dx est comprise entre : [а | -2 et -1 [b [o et - 2 et 3 


4) La dérivée de la fonction [ f(t) dt est : 


Га | f(x2) — f(x) [ъ | 2x fx2- f(x) (с|2х f(x) -1 


Dans un repère orthonormé (O,i, J, К) de l'espace, on a représenté la 
demi boule de centre O et de rayon R. (voir schéma ci-aprés). 
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1) le plan P(z) de côte z(0 € z < К) 
coupe la demi boule suivant un 
disque de rayon r(z). Exprimer r(z) 
en fonction de z. 

2) En déduire le volume de la demi 
boule. En déduire le volume d'une 
boule de rayon К. 





Wan est rapporté à un repére orthonormé (O,i, j, k) 
Soit le cône d'axe (oz), de sommet À, de 
hauteur h dont la base est le disque 
de centre O et de rayon R. 

Tout plan d'équation z = t avec є [0 ; h] 

coupe le cône suivant un disque 2 d'aire S(t) 

1) Déterminer le rapport de l'homothétie de 

centre А  Transformant la base du cône en D, 

et en déduire S(t) en fonction de R, h et t. 

2) Déterminer, à l'aide d'une intégrale, le 

volume du cóne en unités de volume. 





X 


Мө, plan est rapporté à un repère orthonormé (unité : 2 cm) la courbe Š 
représente la fonction f définie sur [0, x] par f(x) = sin’x. 
Le domaine D est l'ensemble des points M(x, y) du plan, tels que 0 < x € x 
et 0 x y € f(x). 

1) Calculer l'aire А en cm? du domaine D. 

2) a) Lineariser sin°x. 


b) En déduire [ sinx dx. 


3) Calculer le volume du solide engendre par la rotation de © autour de l'axe 
des x. 


E Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O, i, j) 


(unité graphique ` 2cm). On note © la courbe représentative de la fonction f 


définie sur Hd par f(x) = tgx. On considère 29 le domaine plan 


51" Si o H , . a e . TU 
délimité par С, l'axe des abscisses et les droites d'équation x = O et x 27 et 9 


le solide de révolution obtenu par rotation de 2) autour de l'axe des abscisses. 
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1) Etudier la fonction f. Tracer © et D. 


2) Calculer E f(x) dx. 


3) Montrer que E Ё (х)4х + | f(x) dx =— 


4) En déduire le volume V du solide 3 en cm’. 
NU soi f définie sur ]0,+co[ par f(x) = x +3 = et & sa courbe 
Х 


représentative dans un repére orthonormé. 
1) a) Montrer que la droite D : y = x +3 est une asymptote à la courbe С. 


b) Etudier la position relative de ¢ et D. 
2) Déterminer l'aire S de la surface comprise entre б et D et les droites 
d'équations x = l etx = À avec À>]. 


d Soit f définie sur [1,+co[ pour f(x) = е Log x 


1) Etudier les variations de f. 
2) Démontrer que pour tout x de [1,4] , 0 < f(x) < 2e'Log2. 


3) Démontrer que : 0 < ['e"Logx dx € Ge*Log2. 


| -xX | -X 
Wi On se propose de calculer | 2 Ç dx . On pose f(x) = т 
-Х -X 


1) Démontrer que , vxel o L lona: 1< (х) < 








к 


1 x? 

=1+ x+ 

1-Х 1-Х 
1 








2) a) Démontrer que, Vx € | É | 


1 
b) Déduisez-en que : j: = ЛЖ 





-dx= [2 (1+ x)e “dx + [2x6 dx 


1 
3) a) Calculer | 1 (1 x)e * dx. 





à 1 : 2 
b) Montrer que : ES [2 x f(x)dx < 


1 
12А/с 


4) Déduisez de ce qui précéde une approximation de НЕ 


Q^ 





dx à 10 * près. 
-Х 


On considére les fonctions f et g définies sur Ж раг f(x) = xe 


et р(х) Sie" eton appelle C, et C, les courbes représentatives 
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Calcul intégral Enoncés 


respectivement de f et g dans le plan rapporté à un repére orthonormé 


(0, i, j) (Unité graphique 5cm). 

1) Dresser le tableau de variation de f et g. 

2) Déterminer les positions relatives de C, et C,. 

3) Tracer C, et C, dans le méme repère. 

4) On appelle D la droite d'équation x =1. Soit A, l'aire en unités d'aire du 
domaine limité par la courbe C}, les deux axes de coordonnées et la droite 
D et soit A, l'aire en unités d'aire du domaine limité par la courbe C, , 


les deux axes de coordonnées et la droite D. 
a) Calculer A,. 


| | 1 
b) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que À, = ES тА. 
е 


Déduire А, en cm’. 
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Calcul intégral Solutions 


CORRIGES 


N Жа sait que pour toute fonction continue sur |- a, a| et paire 


(respectivement impaire) alors | i f(x)dx =2 J i: (x)dx (respectivement 


Г f(x)dx = 0). 


1789 42 
е 


a) x (sin x) 
b) x ——(tgx) ” étant impaire et x (sin x)” est paire. 


Alors x ——(tgx) (sin х)? est impaire d’où l'intégrale proposée est nulle. 


tant impaire alors l'intégrale proposée est nulle. 


а) X > cosxsin?x est de forme U'(x) U (x) qui admet une 


primitive Zu (х). 


: 1 z 3 21.3 
d'oü B cos xsin? хах = SN =———|— | ш--, 

— 4 cr 4 412 16 
4 


4 


1 
X +1 
= [x + Log 1-х||),-141о82- 


dx 











b) 1-0 -| х-1-1 


dx= | 14 
o Ч xl р 


2 — 
o [2 + 4x dx = |. 3x(x + 2) - 2(x + 2) l ax 





9 X + 2 ? X + 2 
| | 3 | 
-| 3Х-2- EEN DE 
H х-2 2 9 
-(1-а-19 JE Lo Dye od 3 + Lo хард 2 
2 8 8 2 8 8 2 8 3 


4) Оп рове f(x)-|x-2|«|x-4| 





d’où f(x)24 2 si 2<x<4 
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Solutions 


Calcul intégral 
[` fGodx = [^ (х)йх+ |, fGOdx + [^ fGodx 
ei e 2 4 


= | (-2x +6)dx + |, 2dx + |? (2x – 6)ах 


- В х? + бх ^, [2x] ^M x^ ~ 6x | 1222 
NL La fonction f définie par tgx est dérivable sur | d et 


on en déduit que I - [tg x| 4 = le 

















tg (x)= 
COS" X 
sin X 2 T 
2)f(x)- ——  dérivable sur | d 
Cos” X d 
A : 2 : 4 2 ИЩУ: 
pans cos x—sinx(3cos x)(-sinx) cos x-3cos'xsin' x 
cos? x cos? x 
4 2 2 4 2 
cos x -3cos x(l-cos x) -2cos Х-3с08 x -2 n 3 
cos? x cos? x cos’ х соѕ* x 
3 2 
3) Comme: f'(x) =——— 
COS X COS X 





E Tj II, 7 
[2 f'G9dx =з [4 E — oh [fe] =31—21 





EE e 2237-21 


Comme I-1 on en déduit que J SEI 
U'(x)-21 


А _[U(X)=x | 3 
b) Posons : d ыру alors V(x) -ia + x)? 


31 3 
f. Ens [ute = [20102 ax 
0 3 0 3 
0 


1 
4 4 2 4 
73 jan] De 
U(x)-2x Cross! 
Toss- 998 M 
Vx +2 
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c) Posons 


Calcul intégral Solutions 


[, Reech рх «2p - | ` Nx +2dx 


dssdo] «28-13 Zu 3 2.528 


= x U'(x)=2 
d) Posons й alors | о 


V'(x)-sinx V(x)=-cos x 


T л x Л 
——-— 2 : m— — — 
2 x? sinxdx =|- x^cosx 2 + 2 |2 xcosx dx 221? xcosxdx 
0 0 0 0 


U(x)-2x ihn -1 
alors 


On pose | 
У'(х) = cos x У(х) = sin x 


T T Л Л 
"ri NE CA Л pc. M 
d’où [2 x cos xdx = [x sin x |? - [2 sin хіх ----|-совх| ---1 
0 0 2 2 


T 
Donc [2 x^sinxdx-m- 2. 


Обу? LÉO M 
e) Posons : eege alors V(x) == (2x si 


3 3 
f x^ 1 2xdx EEN = f 2x(2x +1)2dx 
0 


3 
2 rl = 

2р LE 2 

- 4/3 | x(2x +1)^ ах 


О(х) = x U'(x)=1 
On pose 3 alors 1 5 
Së = (2х +1)? V(x) = S (2x +1)? 


l 5 
Donc f sex be xen -41 (2x 41) dx 
0 


122114 11 
=—32 ——|—(2х +1)? 
5 57 | 


S3 35 35 35 105 


5 7 
D'oü f. x^42x + ldx = 8-1 ша 32 A 13 2 
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Calcul intégral Solutions 


Kë 


si alors Гос эй Фой Ух du on A E E 
Х Х 3 x 


<x <] alors Logx < 0 


Lo | = 


; | | 1 
par suite | 1 Logx dx < f: Log—dx. 
3 3 Х 
b) Pour tout x € E ona x? € 4x et comme (Logx)* > 0 


d’où x^(Logx)* x /x(Logx)* donc n x” (Logx)! dx < fi Vx (Logx)* dx 
2 2 


2Х 


lin 
Ç [2 
1) a) f est dérivable sur [0,1 | et Ё х) 2. дух +2 
x-Nx^ 42 
үх? +2 +х 1 


f'(x) = = = —— 
ух? +2{x + +2) үх? +2 


b) I peut s’écrire : I = f, f'(x)dx = f(1) - f(0) = Гор + Gr Logl/2) 


V6 «42 
2 


d’où I= Lad 


2dx 24^ 
Dra rr rc ME Tra 


2 
Soit après simplification puisque 2 + x^ = (v 2+x° ) 


2a) 1+21= |, 


d'où J+21= | Vx? +2dx . On déduit que 7--:21-К. 


Х 
U(x)- yx? +2 Дөш “= 


Q)-1 V(x) = x 


fée 


c) Les calculs précédents permettent d'écrire que: Ј + 21= К et43 -J2K. 
On additionne membre à membre on obtient : 


b) Posons р» 


doù к= 2+2) - 
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m ilte Cac ATA 


SE SCONTO ds 


Calcul intégral Solutions 


J.P. 4844 


43 -21-2К d'où K - l + Log 
2 2 2 


JD, 46-42 
з 


comme 243 -K - T7 -Log 


N/A f(x)e sx -ьо^—5Юх „_(ф+аусовх + (a -b)sinx 


sin X + COS x cosx +Sln X cosx +sin X 

22212 1 Ї 
Par identification on obtient: b+a=0 et a-b-1 donc а = D et bz--—. 
2) On pose О(х) = соѕх +sinx et U'(x) = —sinx + cos x = cos x —sin x 


d'où [2° fG9dx- [2° Tu + 


Glaich: 
С05|---0. | tsin| — -Q 
2 2 


Л, 1 1 
3 d *—Log| cosa-tsina | -— Q 
2 2 
T , TI 
comme RU - d —sina et SE - d = cos O, 


= EL GEN 


a 








1 
=-—[0 
2 i 202 


x 
Alors f(x)dx -—-a. 
[7 Gdx == 
Ni 1)a) hi—>1-h continue sur (0,1| et dérivable sur 2 VIE 
Alors q est dérivable sur [0,1 | et Q'(h) 2 -— – 


та 


donc Фф est strictement décroissante sur | 0,1 |. 


h 
1-—--41l-h 
h. h. BS 2 


DR — 
к 41-5 ii| T (-2| ax 
2 2 


7 |-3-4i-h 
(4 hl a 
4 
c) On a ф est décroissante sur [0,1 | 
Si Oxhxl alors Ф(0) > Ф(һ) 2 o(1) 
H h^ AM 


d’où IER ou encore E soit — < 
2 2 q(h) 8 17 EA 
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Calcul intégral 
h 2 
remplaçons par sa valeur on obtient : 
4p(h) 
2 2 
E e e 
8 2 2 
2 2 
ou encore DR NN MCI рз? TUN 
2 8 2. 72 


2 2 
Or -2 <0 d’où l'inégalité EI 2: 


1 
2)a)e cos’ цаг + 0821) 


Alors [2 cos? t dt = IE 20308208 == [2 | + cos 2tdt 


1 |: Ї Л, 
—-—|t-—sin2t| =— 
d 2 p. 4 


it -it 4 
4 € +e 
e cos t=| —— ——— 
2 


l 1 m а "S "Wn ET 
Ee" + 4e? te it + 6e? te 21 + 4eïte 3it +e SE 


ЕЗ el вет Ate нет") + 6| UT ni eue 2t2 
16 б 2 9 


ш | 
d'oü | 2 cos“ t dt = [2 Sode si qo dt 
0 D 18 2 8 


- E : 201 
32 4 8 16 


0 
2 
b Ова:1-2-5-641-851-1 pour h e[0,1] 


Опа: 0<t<1 et cos? sein) 
On pose h =t“ cos? x l'inégalité devient : 
2 2 4 4 2 2 
t co x t cos X t“ cos x 
ПЕ cu ucc 215рорёуо (шаг 
2 2 2 


m 2 4 m 2 
d'oü j2 1 - cos’ x - cost хіх 5101) < [2 1 - cos’ xdx 
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Solutions 


Calcul intégral Solutions 


л (2 t^ л i5. t x 
e [21-— cos? x — — cos“ xdx = [21ах - — [2 cos? x -— |? cos* X 
0 2 2 0 2 +0 2.0 


к” сат СЕ с sl e © 


24. 2 T6. 2 8 32: 2 

E (v. та й 

1---008 хіх = nac- E 2 cos? x = |х |2 - —— = —|1-— 

i 2 J; [; | р 2 4 =| d 
N/ 1) f est continue sur IR, alors il existe une seule primitive F de f qui 


s'annule en 0 c'est F(x) = N f(t)dt et Е(0)-0 
F(x) 


d'où V xe IRR`, g(x)- E ; g est le quotient 2 fonctions continue 
х — F(x) et X — x sur 10,4 oo | d’où g est continue sur IR’. 
e Continuité en О: 
> ) F(x) - F(0) 
X 
= F M =f (0) = = (0) donc g est continue en 0 
d’où g est continue sur IR . 


2) X + F(x) dérivable sur IR, et F(x) = f(x) 


lim g(x)= lim—— = bm 
07 


Х ЕРЕ dérivable sur IR” 
X 


donc g est dérivable sur IR‘. 


V хє“, po a — —[f(x)- g(x)| 
3) f(x) = cos? nx. 


A l px 
ҮхєШ,, в(х) =— |. cos? ntdt et g(0) = (0) =1 
X 


" 1 (х1--с05271 l l 
V xe]IR, ; g(x)=—| — ———dt = t +— sin 2nt 
БО) X | 2 H 2n | 


Ei 1 zl 1 em 27x 
= X-F—Ssin2nux |-—-4———— 
ER 2n 2 AT x 


X 


0 


In 2 
(у= PEDE pour x»0 et g(0)zl. 
2 ATX 
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Calcul intégral 


2 
T 1)f dérivable sur IR\{} et f'(x) = On 


red? 


Solutions 


<0 





f(x) 


2)4) V xe]1,+ |. g(x)= N f(t)dt 
g existe dés que f soit continue sur lx, ail 


Опа: xe |1,+ o | alors x° eli, +o] et f est continue sur ]1,+ o| 
en particulier Test continue sur [x,x2 | d'oü l'existence de g. 
b) F est dérivable sur |1,4-о0| et F'(x) f(x) 
U:x — x° dérivable sur |1,+ c |. 
d’où g -f eU — F est dérivable sur |1,+ oo [. 
У xe]L« o [: g'(x) UG) F(U) - F'(x) 
2 1 1 
g (x) = 2xf(x ee а а 
_2x-x° -1 (х-1)-х” —X+1) 
x С x wx 
Ona:x»lalors x°>1 et x-1»0 


donc le signe de g'(x) est celui de - x^ -x +1. 


A=1+4=5 alors PESE t х” 1+5 











<1е 





< 0 


— 


-2 m 
+ o0 





ei | 77, 
c) 1" méthode : 


V хе ]1,+ oo | x° > X 
V tel|x,x2 |= fue o [ | x<t<x° 
Comme f est strictement décroissante sur 1, +]. 
Alors f(x) > f(t) > f(x”) fest continue sur [x,x2 | 
d’où r f (x)dt > r f (t)dt > Г f (x?)dt 
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Calcul intégral Solutlons 


rat 28692 ХЭ 

On déduit que : (х? — x) (х?) < g(x) < (x^ — х) (х). 
2°" méthode : En utilisant le théorème de la moyenne 
V хє |1,+ |, x^» 


La valeur moyenne de f sur Ix. x? | est f € Ñ f(t)dt 
X s Ku 





soit f = 2 g(x) 
X -Х 


d’après le théorème de la moyenne il existe C € х, x? | tel que f=f (C) 


d'où F(C) BI. 
A —Х 


e x<C<x? etf est décroissante sur |1,+ o | 
f(x) > f(C)2 f(x?) donc х)» LEGO » f(x?) 
X —X 


Comme х? - x > 0 on en déduit que 
(x? — x)f (x) > р(х) > (x^ — x) f(x?) 
e Calcul de limg(x) : (x? — x)f (x2) < g(x) < (x^ — x)f (x) 














2 2 -" 
d’où — = < р(х) <= Х comme lim? Х 5-0 
Х”-1 x'—] «x -] X 
x ex 1 
et lim —-lim— 20 d’où limg(x)=0. 
+% 


to Esch ОРООХ 
NA Е -t к -1 
1) Posons on a 
V'(t) = f"(t) V(t) = f'(t) 
| | Ф(08:415 (of - | | f'(t)dt =x (х) [О =хї'(х)-(х) 
Car f(0) 20 
а-го f EO- Í «coat. 


En utilisant une intégration par parties semblable à la précédente, nous 
trouvons : 


CO Ех) - [eco]. + f f'(t)dt = £'(1) - Рх) — f'(D) + xf (x) + FD - f(x) 


Ainsi | | (1 "(0а = (x — Df'(x) - f(x) саг f(1) 20 
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Calcul intégral Solutions | 


X Ї 
уу xe[0,1], 1-х) | "(ах A- Df (0: 


= (1— x)xf'(x) - (1 — x)f(x) 4х(х-1Ё х)-ХЇ Х) = -f(x) 
Фой l'égalité demandé est prouvée. 
3) Si f” est une constante C: V хє [0,1] ona: 


-20)-0-х)с| tdt + xc f. (1— t)dt 


SNR 21 Вт C(x -Dx 
donc -teo-ca-xJ-. TL d'où f(x) 2 —————. 
2 1, 2 2 


2 
: 4 
ND Faux : f(t) = t° et g(t) = t° alors f + g mais |, f(t)dt = В = () 


2 
e 2 
Í e(t)dt = BR 0= Г (t) dt 


X 


2) Vrai : 
X -00 1 4 -Foo 
х2-5х 44 + Q - + 


Sur [1, 4] опах?- 5х +4 < 0 donc [x 5x4 <0 
3) Faux : g(x)  x?, f(x) = x 


Taste JE] = < еї eu x] ЇЇ | =0 ж f 869 dx 


Ї 
4) Faux : f(x) 2 0 mais -1 € 1 donc Í f(x) dx x 0 





1) La réponse est [b| : car [ах = [x] = 2-1=1 
2) La réponse est [а | i 
f f(D-- 1dt- | KO ан (за S | код = | (© dt + 2 | 


T 


n 2 
3) La réponse est [b| : Fsinx ах = [-соѕх | -0050-16 D 
0 


4) La réponse est [5] Sch kees Ї f(t) dt 


On pose F une primitive de f. 
h(x) = F(x2) - F(x) 
h'(x)= 2x F'(x2)-F'(x) = 2x f(x?) - f(x). 
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Calcul intégral Solutions 


NU pou: déterminer r(z) ,représentons une vue en coupe selon le plan 
(О, j, k) 


R 


# (z) 





En appliquant Pythagore au triangle OAB, 
On obtient: R? = 22 + r? (z). e т? (z) = К? - Z 

r(z) = JR?-Z , puisque O < z < R et r(z) > O. 
2) Désignons par s(z) l'aire du disque d'intersection du plan P(z) et de la demi 
boule : s(z) = лт? (z) = x (R2-z2) 


{= | s(z) dz = [ уат Í (82-22) dz 


3 JÈ 3 
= п В2у-2- = TE Р. эс 
3 Š 3 3 


Le volume d'une boule de rayon R est donc égale à 2 v soit S 


Soit O? le centre de disque D. 


! h- 
D’après Thalès опа: ле Ө = 
АО К h К 


L'homothétie de centre A transformant la base du cône en D est de rapport 
R h h 
S(t) = laire du disque D = k? . l'aire du disque de la base 
=. п.л (1-с) 
2) Soit У le volume du cóne. 
үе Í em dt = [аа-а = = RARE) j' ab T 


On retrouve que V est égale au tiers du ман du шин ayant méme base 
(TR?) et méme hauteur h que la cône. 
N 1) La fonction sin est positive sur [0,x] donc il en est de même pour f 


donc À = 4 | sin? х dx 
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Calcul intégral Solutions 


9 : e : 
Sin`x = (1 — cos?x) . sin x = sin x — sin x . cos?°x. On a donc 


х 


A= 4 | Gin x -sin x . cos? x) dx = 4 -cosx 5) 
0 


х хү 
e - | = 1 [5^ gelt +15е2х 204-1 5e 2% бєх ve) 
21 (21) 


= —— от? 





2)а) sn x | 


T -1 
Soit sin°x = Ру (2 cos бх — 12 cos 4х + 30 cos 2x -20) 
5л 


b) | sin°xax = > Ee 5 1 заах шалаа 
22 2 4 6 , 16 
3) La section de ce solide par le plan d'équation x = Хо est un cercle de rayon 


f(x) ; le volume de ce solide est donc 


У=8 | л(вш ху dx = 8л [ six dx = : 


N7) f(x) = tg”x, f est dérivable sur HA et Р(х) = 2(1 + tg"x) tex. 


T2 
cm”. 








lim f(x) —- oo 


LE 
2 


lim f(x) =+ o» car lim tgx=-c. 


Х-»-- 
2 2 


2) f est positive sur (0, P. 1, donc l'aire A du domaine D vaut : 
А = [*fe9dx- ['tgxdx- [gx +1)-1)dx 
re E iex E ыб Suay a 
['tg^x-1) E [te x [+ -Ix a (8:2-180)-(:-0)-1-2 
donc А = 1 e ‚ u. a. Puisque 1 unité = 2cm, 11.4 = 4cm? 
donc A = 4(1 Dem = (4-x)cm? «0,86cm? 
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Calcul intégral Solutions 


3) Ñ f2(x)dx + kb f(x) dx = IR (tg^x --tg^x)dx = Ñ tg^x(tg^x +1)ах. 
Posons u(x) = tgx ; alors u'(x) = tg°x + 1 


2223 1 
donc tg^x(tg?x + 1) = u'(x) х u'(x) qui s'intégre en уч б) 


IC xY 1 g À 
= | tg— | --(tg0y == 
ef sen 


4) On sait que V = bet (х) =li- [юг 


x 
4 
0 


donc f f’ (x)dx + j f(x) dx 41 en 





2 
donc Ул e m z2) EL: 8 
FU 4 3 12 


3л:-9 


cm? soit V=2x e 
12 








].u.v = 8 em? donc V = 8z 


1) a) fx) —(x #3) = — 


2(1-Logx) un 2 _2Logx 


2Logx 


ст? (V=2,98cm). 





lim f(x)-(x+3) = lim 


2 
on sait que lim—— = 0 , cherchons lim 


+20 Х X 
| "UNE 2. 4L 
on pose X = Jx ; lim 2 ОВХ = lim LogX - 122-985 — 


X —> +00 X X>+ X +00 


0 








donc lim f(x)-(x43) = 0 par suite D: y = x + 3 est une asymptote de ¿ en +оо. 


_ 2(1-Logx) 

b) f(x) —(x +3) = — 

#1 — Log x >0 —1> [орх e Loge > Logx o ë > x 

Si x < e alors f(x) —(x +3) > 0donc est £ au dessus de D. 
Six > e alors donc está au dessous de D. 


1 
2) Si À < e, la courbe est au dessus de D donc 5-4 | 8довх)- dx n.A 
Х 
U(x)-1-Logx 
Vi 


24x |. (VG) x 


UG). 
X 
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Calcul intégral Solutions 


S = 4 [ Vx(1-Logx)] -4 [xs = 4 JA (1-LogA)-444 [= 
x 


5-44/(1-1069)-44484х Г-4-7-4-4.о03-4-8-7-8--112-7,-44/01002-12- 
Si À >e, on utilise alors la relation de Chasles : 


1 d 1 
5 -4| |аловд = ax+ | EE x | 


On sait d’après ce qui précède qu’une primitive de (1-Logx) LE est 
X 











J/x(1-Logx)2X x; 
D'où S = 4 [Vx (1-Logx)*2/ x E-4[ x (1-Logx)24/x Ë -16 e -12 3. 4 A Loga.-12. 


А f est dérivable sur [1, + oo [, f' (x) «e*. Log x +e*. Acai (овх+ 2) 
X x 


1 = 
sur [1,+co[ on a Log x 20,-20, comme e est toujours strictement positif 
X 


donc Р (x) > 0 d’où f est strictement croissante [1,+ool. 
2)1<x<d et f est strictement croissement alors f(1) < f(x) x f(4) 
où encore 0 f(x) < e^Log4. Soit 0 < f(x) x 2e*Log2. 
3) On pour tout x €[1,4];0 < f(x) x ie Los? 
donc [0 dx < Tee < [ 2e Log2dx 0 < [ e"Logx dx x бе Log) 
Autre méthode : опа 0 < f(x) x 2e*Log2. 
D’après les inégalités de la moyenne on obtient : 


(4-1) x 0x ['e"Logx dx x (4- 1)2е*10р2 < 0< | e"Logx dx < 6e*Log2 


Df) = dérivable sur o 
— X 





-X 


е *(1-х)+е^ хе 





et #'(х) = E 5 = ; < 0alors f est strictement croissante 
(1 — x) (1— x) 
Е 1 1 
sur | 0,— | Фой054х5- опа 1(0)41(Х5) «1 — 
2 2 2 
4 
e? 2 


comme f(0)=1 et (1- se 


TU 
2 
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Calcul intégral Solutions 


Conclusion : ух ot on а RI 
2 Ve 


2 222 2 
Danes eu 24 

1-Х 1-Х 2 
uf 


-dx= Е [те “ EE Te 
3) a) Posons ke =1+х Т b (х) =1 


Vx)se V(x)=—e` 














S (1+ х)е ^ах + [2 x^f(x)dx 


1 


1 
Фой [2 (14 x)e “dx = - e "(+ х)р — |2 "dx 


= - 1-1" E 


24e 


b)Ona: vel бл pese: multipliant par x°. 
2 ds 


2 2 2 2 > 5 2 1 2 І 2 2 
x° <x (х) <—— х“. d’où |2 хах < |? x“f(x)dx < |? — x “dx 
RS Ї J. J. Ve 
1 
i 1 
comme [2 x2dx = Lef LT 
0 3 |, 24 


] 2 


Alors on obtient : < |2 x^f(x)dx < 
24 0 








2 1 
24e 1246. 
| 
E +24 [2 x^f(x)dx 


24e 


La double Ne de 3)b) fournit que : 


1 2 2 5 5 
+2—-— < | 2 x“f(x)dx + 2 —— <—— 
24 ^ ae р 24/с CS 2246 


-Х 





Ї 
4) D’après 2)b) et 3)a) : | 2 | 





donc 0,525 < GES SE < 0,535. Nous pouvons ainsi prendre 0,53 comme 





valeur approchée de [= -dx à 10° près. 


Remarque : Toute autre - de (0,525 ; 0,535] convient. 
1) f(x)- xe" et g(x) = x?e""  dérivables sur R, 
V xe IR, ; (х) =e -x(-2xe " )2e* (1- 2x?) 
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Calcul intégral Solutions 


Le signe de f” est celui de 1 - 2x? 





| — 0 Car Hen. = +оо. 
ei 400 X 
X — 
x? 
VxelR., g'(x) =3x e +х%(—2хе* ) =e (Зх? -2x^) 
2x!e* (2х2 +3) 


Le signe de р’ est celui de – 2х° +3 





| "E M 
limf(x)-lim—-- lim 
+о + co ei +00 





xa 2 


2) Cherchons le signe de g(x) - f(x) Sie" ~ xe 
= хе (x? -1) =х(х + Dia — De > 
Comme x > 0 alors le signe de р(х) —f(x) est celui de x -1 
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Calcul intégral Solutions 


X 0 1 + 00 





g(x) — f(x) 
Position de C, au-dessous C, au-dessus 
ES et e de C, de C, 

3) у= 0 est une asymptote y= x 


au voisinage de + oo pour 
C et C, f'(0)-1 
et g'(0)=0. 


© 
| \ 
_.} 

С) 


4)а) А, = f, IF хи-А 


Ё f. xe" dx = [ Г ЫШ” JL Aer e e 
0 01 2 2 = 2 2 25 2 


b) A, = f ie" dx 


О(к) = x шилэн 
Posons , alors pen 
Vx)exe ” У(х)- Зо 
1 2 ; г а 
А, =| – = e + | xe dx 
2 b. mE 
A, =-—e" +A =-— +A, 


= u 
2e 2e 2 2 e 

А, =0,132uA = 0,132 x 25cm? = 3,30ст? 
i 


[luA = (l'aire du carré de côté qui est 5cm) = 25 cm?] 
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Les suites réelles Résumé de cours 


Chapitre IX 
Les suites réelles 


D Généralités : 

Wibéfinition : Une suite numérique est une application de IN (ou une 
partie de IN ) dans К. 

Ш Une suite peut étre définie, entre autres : 

- Une façon explicite : О, = f(n), ou f une fonction définie sur | 0,+ о [ 


- Par récurrence : U, est donnée et U,,, = #(0, ); fest une fonction. 


Dt 
Ш Monotonie: 

Une suite numérique U est: 

e Croissante si et seulement si pour tout ne IN, О xU 


i 11-15 


e Décroissante si et seulement si pour tout ne IN, U, > U 


n — n+l’ 


e Constante si et seulement si pour tout ne N, U,,, =U,. 


+] 


e Strictement croissante pour tout ne JN, О, <U... 


e Strictement décroissante pour tout ne IN, О, > Upe 


Ш Suite bornée : 
Une suite numérique U est : 
- Majorée par un réel M si et seulement si, pour tout ne IN, О, SM. 


- Minorée par un réel m si et seulement si, pour tout ne IN, О, 2 m. 


- Bornée si et seulement si elle est à la fois majorée et minorée. 


ID Suites convergentes : 
B Définition : Une suite U est convergente si elle admet une limite finie / 
quand n tend vers + oo. 


Ш Théorèmes de comparaison : 
e Solent U et V deux suites, 0 un réel. 


Si à partir d'un certain rang, on а: U, - d «V, et lim V, 50. 
n-roo 


alors limU, =. 
+00 


e Soient U, V et W trois suites, et 7 un réel ; 
Si lim О, =/= lim V, et U, < W, xV,.alors lim o, = 


n = 
n — +o D — +00 noo 


e Soient U, V deux suites tel quelimU, =í; lim V, zf 
+% +00 


Si à partir d'un certain rang О, < V, alors (<. 


n — 
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Les suites réelles | Résumé de cours 


M Théorémes de convergence : 
e Toute suite croissante et majorée est convergente. 


• Toute suite décroissante et minorée est convergente. 


B Théorèmes : 

e Si(U,) est une suite convergente vers £, f est une fonction continue 
en ё et U, єр, (D domaine de définition de f), alors f(U,) 
converge vers f(/). 


e U est une suite, si lim Ú, =£ et U, 20 (à partir d'un certain rang). 
N—>+00 


alors 220, 
e f une fonction définie sur D, f continue en £. 
On considère la suite U vérifiant f(U,) -U 


nl ° 
Si la suite U converge vers 0 alors £ est une solution de l'équation : 
f(x) = х ou encore Ї(0)-0. 
Bi Définition: Une suite est divergente si et seulement si elle n'est pas 
convergente, c'est-à-dire lim U, est l'infini où n'existe pas. 


П > +00 


Mi Théorémes de comparaisons : 
e Soient U et V deux suites et à partir d'un certain rang 


Si V, SU, et lim V, =+0 alors lim U, = +о. 


n— +оо 11--9-4-00 
e Soient U et V deux suites et à partir d'un certain rang 
Si V, SU, et lm U, =- alors lim V, =—. 


П +o п +0 
B Théoràmes : 


e Soit f une fonction si lim f(x)-a alors la suite de terme général 
X—-ro0 


U, = (п) à pour limite o (o peut être finie ou infinie). 
ч Réflexes : 
* Etudier le signe de Umi — Un 
ou * Si U, = f(n) , étudier le sens 
de variation de f sur [0,+cof 


"nm" "e ou * Si tous les termes sont positifs 
Comment étudier la monotonie d'une 


| 0 
suite ? strictement on compare — et 1 


n 
ou * Utiliser un raisonnement par 
récurrence. 
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Les suites réelles Résumé de cours 


* Etudier le signe de U,- M. 
Comment montrer qu'une suite est | * Si U, = f(n) , utiliser le sens de 
majorée раг M , minorée par т, variation de f sur [O,--oo[ 
bornée ? * Utiliser un raisonnement par 
récurrence. 
* On ne reconnait une suite usuelle 
(géométrique ,...) 
ou on applique le théoréme des 
encadrement ou on applique le 
. théoréme de convergence des 
suites monotones si les 
hypothéses le permettent ou on 
applique le théoréme de 
ence des suites adjacentes. 


Comment étudier la convergence 
d'une suite U ? 


* Si fest convergente vers 0 alors 
(у= 4 
Comment calculer la limite / d’une | * Si U est minorée par m alors 
suite convergente définie par L >m 
f(U,) = U, ? * S1U est majorée par M alors 
(f continue sur I et U, € I) ¿<M 


* On choisi la solution 7 de 
l'équation f(x) = x qui convient. 
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Suites réelles Enoncés 


ENONCES 


5 On considère la fonction définie sur IR, 
Son tableau de variation est le suivant 





1) k € IR, en utilisant le graphique, préciser en fonction de k le nombre de 
solution dans (0, +co[ de l'équation f(x) = k. 


* , | 1 
2) п e IN , déterminer les valeurs de n pour les quelles l'équation f(x) =— 
n 

admet 2 solutions distinctes. 


s Zo ue Ї . 
3) п un entier supérieur ou égal à 2.Montrer que f(x) =— admet deux solutions 
n 


(U, et (Va) respectivement comprise dans l'intervalle (0, 1] et [1, -oo[. 
4) Déterminer les variations de (U,) et de (V,). 
5) Montrer que U est convergente et déterminer sa limite. 

Montrer que V est convergente et déterminer sa limite. 


\ ) On définit les suites U et V par Uo = 3, Vo = 5 et pour tout entier 
20, ЫГ U, TV 
et Mu 
+V 2 


n n 








naturel n, О. = 


1) Montrer que les suites U et V sont strictement positifs. 
2) Montrer que pour n e IN: on a, 
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-U 2 
Миы 17 E +1— АГ CRE 
2(U, +V Э 


3) Pour tout n є IN on pose W, = У, — О». 
a) Montrer que Vn e IN ; 0 < №, < | pu 


(On pourra remarquer que I а 1 Es 
s : 5 * + U U, TX. | 


n n 


п-1 
b) Montrer par récurrence que Vn e IN , 0 < W, < D 


c) La suite W est elle convergente ? 


Vrai - Faux 
Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 
1) Si U converge alors U* converge. 
2) Si U? converge alors U converge. 
3) Si U est bornée alors U converge. 
4) 51 U converge alors U est bornée. 
5) Si U? est bornée alors U est bornée. 





limU, =lim V, =£ (fini) 


n 


10 
* n 
\ / Pour tout n є IN , on pose U, = —. 
2! 


1) Montrer que pour n є IN , l'équivalence suivante : 


| 1 
О < 0,95 U, sietseulementsi (14-4 «1,9. 
n 


2) On considère la fonction f définie sur [1,+c0[ par f(x) = xp 
X 


a) Btudier le sens de variation de f. 
b) Montrer qu'il existe un seul nombre oe | 1,4-0| tel que о) = 1,9. 
c) Déterminer l'entier naturel по tel que no-l € o € no. 


10 
d) Montrer que pour tout entier n2 16,0na Déi «1,9. 
n 


3) a) Déterminer les variations de la suite (U,) n e mx à partir du rang 16. 
b) Que peut — on conclure pour la suite ? 
4) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égale à 


16 l'encadrement 0 <U, x0,95"'^U,.. En déduire la limite de (U,). 
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Suites réelles Enoneds 


We La suite (U,) définie par : 


Uo = 0, U; = 1 et Us 7U, + 8U,.; pour n> 1. 

1) Montrer que la suite (S,) définie раг: $, = О, + Un, pour tout entier 
naturel n, est une suite géométrique de raison 8 ; en déduire l'expression de 
S» en fonction de n. 

2) On pose V, = (-1)" U, et on considère la suite (t,) définie par t; = Угсаа -У,, 
pour tout entier naturel n. Exprimer t, en fonction de 5,. 

3) a) Montrer par récurrence que to + ti +... + ta Mast, 


b) Montrer que to + t +... +tn DC 1), 


c) Calculer V,, puis U, en fonction de n. 





d) Déterminer lim 
П +0 


© Soit f la fonction définie sur [0,+ oo[ par f(x)= 


x 
1+x+x° 


0 


t soit U la suite réelle définie sur IN par : 
Ct SOI à Suite reelle aetrinie Sur par E 4,7 f(U, );pour toutne IN 


1) a) Montrer que : pour tout ne IN, U, 20. 
b) Etablir que pour tout xe [0, + oo[ , f(x) Ex . 
c) Montrer que la suite U est idc puis trouver sa limite. 


2) a) Montrer que, pour tout n e IN* ; f(— EE 
b) Etudier les variations de f sur (0, 1]. 
1 
c) Montrer par récurrence que, pour tout ne IN ; U QST 
n 


Retrouver ainsi la limite de la suite U. 


N/ Soit (U,),.N une suite définie par la donnée du réel U, > 0 et par 
U 2 

п+1 — SUC 

1) Montrer que pour tout n € IN : опа U, > 0 


la relation ` pour tout ne IN, U 


2) Exprimer U,,, -2 et О, —3 en fonction de U,. 


n+l n+l 
En déduire que : 


a) Si 0, «2 alors pour tout ne IN , О, «2 
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b) Si U, =2 alors pour tout neN , U, =2 
c) Si U, >2 alors pour tout nc IN , 2«U, «3 


3) Montrer que la suite (U, ) est convergente. 


Quelle est sa limite. 


4) Calculer U, et U, en fonction de U,. 
Montrer que pour tout entier naturel n i] existe un réel a, tel que 


_ (2а, 41)0, +2a 


U n 
a аат 


n 


et que la suite (a, lan est telle que 


a,,, 74a, +1. Calculer ад, aj, a, 


n+l 


5) Soit (Lu la suite définie par b, =a, + 


Montrer que (b Lu est une suite géométrique. Calculer b, en fonction 
de n. En déduire l'expression de a, en fonction de n puis celle de U, en 


fonction de U, etn. Retrouver la limite de (U )nen . 


H Soit U la suite réelle définie sur IN 


3.- AU? 
аг U, 20 et pour tout ne IN; U,,, =, ——. 
go К i | 6+U° 


3+4U° 21 
= À - 
6+U° U? +6 


n 





1) a) Vérifier que pour tout entier n on a : 


b) Montrer que pour tout n є IN on 0 < U,« 1. 

c) Etudier la monotonie de U, en déduire qu'elle est convergente. 
2) a) Montrer que pour tout n € IN 

2 


+2 


опа: 0<1-U 4 < 


(1=0.). 
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2 


2442 





b) En déduire que pour tout n e IN ` “| | SL 


puis calculer lim U,. 


п +с0 


1-0 
3+0? 





3) Soit V la suite réelle définie sur JN par У, = 


a) Montrer que V est une suite géométrique. 


b) Exprimer V, en fonction de n, en déduire U, en fonction de n. 


g Soit la suite (U,) définie раг О, 21 et ne IN ,U,,, =, U} 2 


2) 


1) Montrer que pour tout ne ]N опа: U, >1. 


2) Montrer que la suite U est strictement croissante sur IN”. 


1 


3) Montrer que pour tout ne IN. ona: U "T 
ntl 


<U + 


n+ 


En déduire lim (U U.) 


n+l — 


4) Montrer que pour tout ne IN. ona: U? -4 01 | 


En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite. 
| Soit (U) la suite définie 


SU. + 
раг Ú, =1 et pour tout ne IN, U шэг 


nel — 2U 


n 


1) Montrer que U,,, -3 et О, —3 sont de signes contraires. 


п+} 


En déduire que pour tout peN опа: U5, <3<0,, ц. 


2) En déduire que si (0, ) converge alors lim О, -3. 


n—>+00 
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3) Montrer que pour tout ne N* , О, 22. 


n-2 
4) Montrer que pour tout n 22 ‚Опа: IU, — 3 43| 


5) En déduire que (0, ) converge et trouver sa limite. 


E On considère la suite (U „)aen définie par U, > 0 
1 


“112520 ; Vne IN. 


et Uia — n? 
2 2 


1) On suppose que l'on a : U, gi 


a) Montrer que pour tout n € IN ona: 0 «U, «1. 


b) Montrer que la suite U est décroissante. 
c) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite. 


d) Montrer que pour tout ne IN опа: Uy sU ; 


8 n 


Retrouver alors la limite de U... 
; 4 
2) Dans cette question on prend U, = 


a) Montrer que pour tout n € IN опа: О, >1 et que U est croissante. 


b) Montrer que la suite U diverge vers + co. 


7 


c) Montrer que pour tout ne IN ; U... SS 


Retrouver alors le résultat de la question 2) b). 


v е 
Soit la suite réelle (0, ) définie раг: U, 224 EN Vn є IN 


1) Montrer que : О, 22 pourtout ne IN. 


2) Déterminer le sens de variation de la fonction f définie sur IR раг 
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аг 
Х 


3) Soit la suite (У,) définie par: V, = О, pour tout ne IN 
a) Montrer par récurrence que la suite (V,) est majorée par 3. 


b) Montrer par récurrence que la suite (V,) est croissante. 


4) a) Montrer que pour tout n € N : Ua - 3| 5-0, == 3 


b) Montrer par récurrence que Уп є N , О, = 3 43| | 
c) En déduire la limite de la suite (О, ) puis celle de (V, ). 
5) Soit la suite (S, ) définie par 5, 20 , Vne N“ 


k=l 
Montrer que 5, converge vers 3. 





О -3 
6) Soit la suite (q,) définie par : 4, = Se e Vn є IN 
n + 


a) Montrer que (q, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison. 
b) Exprimer U, en fonction de n. Retrouver alors la limite de (U, ). 


N У Soit g la fonction définie sur [0, + oo| par g(x) = 


Soit (U, ) la suite définie par Ü, =1 et U 
1) a) Montrer que pour toutx € IR,, g(x) €x. Résoudre l'équation g(x) = x. 


+х+х^ 
= g(U,) pour tout n € IN 


n+l 


b) Montrer que la suite (О, ) est convergente puis trouver sa limite. 





2) a) Montrer que pour tout n e IN', PE | Р 
п/ n+l 
Etudier les variations deg sur [0,1]. 


b) En déduire que pour tout n e N ° 0, < È I 
n 


c) Exprimer U,,, — U, en fonction de U, , pour tout p € IN 


] 1 


Etablir que 15 ЫЕ, 
О U p+] 


p+! p 





En déduire que pour tout neN*: ЕЕЕ 
n 


n 


217 


Suites réelles Enonces 


d) Montrer que pour tout pe IN et pz 6 ona: ps. 
En déduire que pour tout ne IN et n>5 ona: 
кууту = sd nsi 


n 
e)Trouver lim nU,. 
П > +с0 


N Soient les suites (U,) et (V,) définies sur IN раг: 


= let лє і, U, = 0. + Е pournz2et V, = О, — Log n 
n 
1) a) Calculer U5, U; et U,. 
b) Montrer que Vn e IN, О, = KE I 
vi K 


à +1 
2) a) Montrer que Vke IN , =. < ( E 23 
k+1 X К 
b) En déduire que pour tout entier n 2 2 
On a U,-1 < Log n < U, - E etOx V, < 1 
n 


3) a) Montrer que V, converge vers une limite ó (on ne cherchera pas à 


calculer б). 
b) Quelle est la limite de (U,) ? 


E 1) Représenter graphiquement la fonction x > z sur JO,4oo[. 
X 
2) Subdiviser l'intervalle [1,2] en n intervalle de longueur 1: (ne IN ). 
n 


2] 
En déduire un encadrement de | — dx par les sommes 
X 





U,-.. Met | 1 
" ]t— Lt 2 
n n n 
Et у,=—. Mee. 
0114-0185 pi 
n n n 
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2] 
3) a) Calculer | — dx. 
X 


b) Obtenir des encadrements de Log 2 en calculant Us et Vs puis Uio et Vio. 


2 
V On pose pour x > 0, f(x) 2880. 
Х 


1) Déterminer les limites de f en +оо et 0. 
2) Déterminer le sens de variation de f sur 10, +оо[. 
3) Tracer la représentation graphique (б) de f dans le plan. 


2 p 
4) On pose pour p > 1, I, = [ Vogt A 
Х 
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a) A l'aide d'une intégration par parties, Calculer : I, = Ї ( dk 
X 
2977 
b) Montrer que, pour tout p2 1: La =-—у—+(р+1)1[,. 
е 


c) En déduire L, I5 et L,. 

d) On fait tourner autour de l'axe des abscisses l'arc de courbe constitué des 
points de (С) d'abscisses comprises entre 1 et e^. Le point M de (C) 
d'abscisses x, décrit alors un cercle de rayon f(x). 

Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume. 








N Zoi n € IN' ‚оп considère la suite (О, ) définie раг: О = | | оа 
| | ЭР 2 
1) a) Soit ọ la fonction définie par œ(t) = : а 
+ 
3 7 
Montrer que pour tout t € [ 0, 2 | ona: P < p(t)< Л 
3 | Š 7 [= 
b) Montrer que Le "en, ZEE d 
c) Montrer que si la suite (0, ) possède une limite € alors 3x < dd 
2) Soit 1= [^ 2*3 
жо 


t 2 
a) Montrer que pour tout te|0,2 | опат. lensen, 
2 


b) En déduire que 150, < еп. 
c) Montrer que (U) est convergente et déterminer sa limite £. 
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N koi n €IN', on pose I, = Í (1- x)'e* dx 
nl? 


1) Calculer I. 


2) a) Trouver une relation Папі I,,, et I,. (utiliser une intégration par parties) 


b) Déduisez-en 1+ у= en fonction de L. 
К-| fr 


e | 2 L1 
3) Démontrer que 0 51, 2" , pour tout n € IN , et déduire la limite de 1 + 26 | 
n! ke] K: 
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CORRIGES 


1) Les solutions de f(x) = k sont les abscisses des points d'intersection de 


бү ауес la droite d'équation у = k. 





Nombre 0 2 0 
de solution 
Ї 1 


: 1 
2)n e IN doncn>1 =0<—<] 
n 


Ainsi pourn = 1, f(x) = 1a une seule solution 0 


1 T 
et pour n > 2, f(x) =— a deux solutions distinctes. 
n 


322220«l« 
n 


f est continue et strictement décroissante sur [0, 1] 


Or Ge 10, 1] donc il existe un seul 
n 


1 
U, e [0, 1] tel que КЮО,) = —. 
n 
° f est continue et strictement croissante sur [1, +co[ 


m [0, 1[ alors il existe un seul 
n 
Va € [1, +о[ tel que f(V,) EE . De plus U, z V, car f(1) = 0. 
n 


4) п2 2 опа: 222 (Un 2 0, + 1) 
n n+l 


or f est strictement décroissante sur (0, 11. 
donc 0, € U, 4, => (Up est croissante. 
* de méme sur [1, +о[, (Vn) > f(V,::) 
or f est strictement croissante sur [1, +оо[. 
donc V, > У, í => (V,) est décroissante. 
5)*OnaU,«[0,1] 2 Ú, <1 
d’où U, est croissante et majorée par 1 donc (U,) est convergente vers £. 
* On a V, e [1, +co[ 
d’où V, est minorée par 1 et comme elle est décroissante 
donc (V,) est convergente. 


22] 
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f est continue sur (0, +co[. 
! ‚1 
lim f(U,)-f(£) d'autre part lim СО, }=lim—=0 
П +20 +00 +o Тү 


> f( £ )= 0 or l'équation f(x) = 0 admet une seule solution c’est x = 1 
d'où 0-1 


de méme pour (Va), lim EE donc lim у =l 


) Pou n=0o0onaV=5>0 et 'U,-3»0 
donc la propriété est vraie par n = 0. Supposons que У, > 0 et U, > 0. 
Montrons que У: > et U,,, > 0. 
ona V,>0 et U, > 0 alors U, + V, et Un. V, > 0 


+ 
donc SC >0 et BEE d'où 0,-120 et МУ,-120 
+ 


d’après le principe de récurrence on a montrer que 
Vn є IN, U,>0et V, > 0. 
ONE Gë „ШМ. 20, ОЕМ n ОО 
2 VEM dn +V.) 2(U, у) 
(У, -U V,-U, V,-U, W, V,-U, 
XU +V) 72. U +V, ЕЯ У +U, 








3) а) Үү +1 Vie sUr 


etona ba -1- ы, <] саг U, > 0 et V, > 0 
V, +0, У +U 








n 


d’où E E «1 par ailleurs l'égalité obtenue au 2° question 


Montrer que №, +; 20, Wo = Vo — Uo > 0 








V - U, W, 
donc pour tout entier n, W, > 0 d’où ын n < rz 


Soit Vn e IN; Ох W. pus 


2 
] n-1 
b) Soit P(n) la position 0 x W, < B 


P(0) s'écrit 0 < W, < 2 donc P(0) est vraie car Wo = 2 
Supposons que P(n) est vraie. 
Montrer que P(n+1) est vraie. 


W, 1 n-1 1 1 " 
0 < W <— 5 or 0x W, SÉ Gees, | 
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Soit 0 < №, < p 
] n-i 
Conclusion: YneIN;0<W, 4 | 


п-1 
)-1« 7 < 1 alors SIE | = Ü TETE 


п +0 


donc lim W, = 0 soit W, converge vers 0. 


П —+00 


Va Vrai : si limU, = í alors lim U' = {2 


2) Faux : contre exemple U, = (-1)' et U? = 

(U?) converge vers 1 et (09 diverge. 
3) Faux : contre exemple (-1) diverge et -1 € (-1) «1. 
4) Vrai : si U converge vers £ alors pour n > М 


On a О, e|? Zl + par définition d’une suite convergente. 


5) Vrai : si U? est bornée alors il existe 2 réels positifs m, M 
tel que m € U? x M. 


Vm < JU? «4М & dm <|U,|<VM 
Donc -/M <U, < УМ ainsi U, est bornée. 
6) Faux : U,-net V, =n + 1 


H -— 


lim U, = lim V, =+% infinie et lim шиг 





n--oo П —>+00 n--oo V, 
Д: n? 
М U,:1<0,95.U, шин, D «o, 95.7 
28 10 4 10 
(n 2 E <0,95 (7— Hioc g 


2" 2m" 
2) a) f(x) - aye, f est dérivable sur (1, +oo[ et Г(5)-10(14-4У (2 380 
X x x 


donc f est strictement décroissante sur [1, +co[. 
b) f est continue et strictement décroissante sur [1, +оо[ 
= f ([1, +f) = ] lim f(x), £(1)] = ]1, 2] 


et 1,9 ell, 2?] donc il existe un seul ze [1, +co[ tel que Қо) = 1,9 
c) f(15) = 1,907 et f(16) = 1,833 donc 15 < o < 16 et no = 16. 
d) Pour tout n > 16, f(n) < f(16) car f est strictement décroissante sur [1, +co[ 
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or f(16) < Қо) = 1,9 d’où п) x 1,9 

d’où pour tout n > 16, ou «1,9. 
n 

196 


3) a) En utilisant l'équivalence de la 177 question, on a pour n > 16 


Qaya «1,9 alors 0,-150,950, or U, > 0 et 0,95 < 1 
n 


n+I 





donc <0,95<1 par suite U est décroissante à partir du rang 16. 


b) La suite U est décroissante à partir du rang 16 et minorée par 0 

donc (Un) est convergente. | 
4) Vérification pour n = 16. 

on a 0 < U46 et 0,95? 1? х U,6= 0,95 x О; = ТЛ. 

d’où 0 < Uis < 0,95? ОЛ. ainsi la propriété est vraie. 

Supposons que pour n > 160na:0€U,x0,95" |^ Uu 

Montrer que 0 U,,, €0,95" P. Uu 

on sait que U, , € 0,95U, et Un < 0,95"? . U46 

donc U,+1 € (0,95) . (0,95) 1° . Uis donc U,, í € (0,95) P 016. 

D’après la principe de récurrence pour tout n > 16 

U, € 0,95*^ ^ Uis. 

-1 < 0,95 < 1 alors lim 0,95" ^ 20 or 0€ U, < 0,95" 9.0, 

donc lim U, = 0. 


\5/ 1) S= О0,,1+ 10, =7 0, +8 U, i +U, =ë U, +8 Un. 
ын 8 (О, + 0.4) = 8 За | 
Donc (Sn) est une suite géométrique de raison 8, 
on a donc $, = Sj, 8" Z(U9-U).8' = 8" d’où S,= 8". 
2) ta = Vati — Vi = (-1) i Usa — (1) U, 
SC m pu. Е 005551) 8 
3) a) La propriété est vraie pour n = 0. En effet to = Vi, ce qui correspond 
bien à la propriété à démontrer. 
Supposons la propriété vraie pour n = p. 
C'est —à- dire V, 41 = to + tj +...+tp, démontrons qu'elle est vraie pour : 
n=p+l c'est- à- dire tg + ti t... tp+i У as. 
Опа: ( to * tj +... + tp) + (tpi) = Vi + (Vpio- Уры) = Мо 
Donc la propriété est vraie pour tout n 20; ty tit... + =V. 
b) Comme t, = (-1) ^ *. 8", ona: 
-4-(-38У7) 


to + t t. tom - [1+ (-8) + C8) e... хан 1- (-8) 
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((-8)77-1) 
9 
c) En égalant les deux expressions de tọ +t; +...+ t; obtenues, on a: 


ntl n 
M ism — donc V = 029 or V = (-1)" U, 


C8'-CD" a 


d'oüto+ti+...+t,= 














Donc О, = зо. 
9 (-1)" 
цац чан e») mE S Lic 
8 9 9.8" 8 9948 
d’où A est une suite géométrique de raison q = -р 
E: e] —1,1[ donc lim e = 0,d'oà lim не 2 
8 n— +s 9 n4 о 9.8! gaben gn 9 


0,-0 
N6/ pour tout x € [0, +оо[; f (x) нээ. et pour tout п EIN4 ” 
1+ х+х LU SS О.) 


1) a) Soit la propriété P (п): «рош tout n e IN,U, 20 >. 
e Pour n = 0; Uo = 1 >0donc la propriété P (0) est vraie. 
* On suppose que la propriété est vraie pour l'ordre n, c'est à dire on a P (n), 
montrons que la propriété est vraie pour l'ordre n 4 1. 
D’après l'hypoténuse de récurrence on a: U, 20 donc 1-U , +U? >0 
donc — »0400 О, > 0 
ILU +U: 


donc la propriété est vraie pour l'ordre n +1. 
donc pour tout n € IN,U, 20 


b) Montrons que pour tout x e [0,+co[,f (x) - x < 0 
X -(x^* x?) 
f(x) - X 2 — — —- x = — < 0 d'où f(x) < 0 
e) I+ x +x? 1+ x +x’ ER 
c) Pour tout ne IN,U,,, - Ú, = f(U,)-U, 
or on a pour tout n € IN,U, 20 donc f (Ua) € U, d’après 1) b). 
Donc la suite U est décroissante. La suite U est décroissante minorée par 0 


donc U est convergente, soit £ sa limite 
* On a, pour tout ne IN,U, 20 4опс220. 


La suite (U,) est définie par U, +1 = f (U,) et elle converge vers : 
Zelt, rot f est continue sur [0,+co[ en particulier en £ donc £ est 


solution del'équation £ = f(4). 
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l= e£ — A fen HD 
1-0-0 


€» (20 ou ( 2-1, or£ > 0 donc £= 0 d'où lim О, = 0 


n +s 


2) a) Pour tout n e IN  , E > 0 donc шар 





n n 
23 
М MN шл SNC EE ET 
n ntl l l 41 (ntl)(ntn'*l) 
n n° 
e el 1 
donc pour tout n e IN , f(—)< — 
n ntl 
b) f est dérivable sur [0,1] et on a f '(x) l - x° 
r H = ... 
(1+х+х?°)° 


f(x) =0 1-х? -0 х= 1 ауес x e[0,1] 





1 — 
c) Pour n = 0, Uç = 1 x —— = 1 donc l’inégalité est vraie pour n = 0. 
1-0 
Supposons que l'inégalité est vraie pour l'ordre n = p c'est à dire : 


U дэн , montrons qu'elle est vraie pour l’ordre n = p + 1 
P p+l 


C'est-à-direU,,, <—. 
p+2 


1 
Pour tout pelN,p*izic»—.L <i donc 0<U, <— 51 
ptl р+1 
1 


1 
f est strictement croissante sur [0,1] donc f(Uj) < £(——) <s —— 
p+i р-2 


I 1 ] 
D'où Up < donc pour tout ne IN , О € —— 
р-2 





п+1 
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Solutions 
Опа050, < 
n*liaonc lim 0,-0 
lim —— = 0 
n4» T) + 1 


1) Montrons par récurrence que pour tout ne IN ona: О, > 0 
Pour n=0 psc 


Supposons que U, »0, montrons que U,,, zU 








3U, +2>0 3 2 
Ona : U.c04 ` d’où U up un 
U. 42-0 17582 
Conclusion : Pour tout ne IN ona: U, >0 
aU 2 U. =2 - 
2) О0,,6-25-21--т0-25 n et Ше 4 
0,2 D. #2 17,452 


a) Si 0, «2, montrons par récurrence que pour tout n € IN опа 
I mds 


Pour n z0,U, «2 


On suppose que О, «2, montrons que U,,, «2 





-2 
Чыл —2= 2i <0 (car Ú, —2<0) 
74:2 
d'ouU, «2. 


n+ 
Conclusion: Si U, «2 alors pour tout ne IN, О, «2 
b) SiU, =2, montrons par récurrence que pour tout n € IN, U, =2 


Pour n=0,U, -2. 


Supposons que U, =2, montrons que U,,, = 2 
Le? 

Uia шаг т SS 

Urtz 





0 doù U,4-2 


Conclusion : 810, =2 alors pour tout n € IN, О, =2. 


, ^ ж 
с) 510, > 2 montrons par récurrence que pour tout n € IN 
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24053. 
229 m 
Pour Еа copus А > 0 
U, +2 U, +2 
donc 2 <U, «3 


Supposons que 2 < О, «3, montrons que 2«U,,, «3 


UL 2 - 
n+l – 2 = š > 0 , bis = : 
О U +2 


n 


U «0 








donc 2«U,,, «3 


Conclusion: Si Ug > 2alors pour tout ne IN! 2«U, «3. 





3U, +2 3U,42-U; -2U, -U,4U,*2 
3) О – U, - n 2-2 I ын п i n — n n 

Uer Urta Ueta 

EE 
U. +2 

155 саз: SiU, <2,alors pour tout ne IN, 0 «U, «2 et par suite 
U. í -U, >0 @(U,) est strictement croissante. 
(U) est majorée par 2 et croissante donc elle est convergente soit £ sa 
limite on a : 
£= lim U, 


п > +00 


Зх + 2 


Pour tout nc IN, 0 
x42 





-f(U,)avecf:ÀR——o1R; xl— 


n+l 


f est continue sur IR — (- 2| 
pour tout ne IN, U, є l,2|c R — (- 2} et Ze lo, 2]. 
Donc £ est solution de l'équation £ = f(£). 


ЖОН ep -:2(236-2 L? —£-220c£-—10u 
+ 


£ =2 donc lim О, -2. 


П + 
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2255 саз: SiU, =2, alors pour tout ne IN, U, =2 


Donc (U, )est une suite constante donc elle est convergente et on 


a lim U, =2. 
n-?-Foo 
3°” cas : 5110, > 2,alors pour tout ne IN! 2«U, «3 


et par suite U a - U, «0 «» (U,) est strictement décroissante. 
(U) est minorée par 2 et décroissante donc elle est convergente, soit Z 


sa limite on a : 


= lim U, 


П +00 


Pour tout ne IN, U,,, = (0, )аҹес f:IR —91R ; 


3x +2 
X +2 


X 





f est continue sur R ~ {- 21: 
Pour tout ne IN ,U, e ],3[c R - (- 2j et ¿e [2,3] 


36-2 
— © 


Donc £ =f() — £ = (2-0-2-0420--1010-2 


donc lim 0, =2. 


n—+oo 


_30+2 0 _30,+2 10,+10 
Upra о 50046 





4) U, 


Montrons раг récurrence que pour tout n € IN , il existe un réel а, tel 
2a, +1)U, + 2a 
que U, 2- ( n ) 0 n 
a Ug + (а, +1) 
_ (2а +1) Ч, + 2a, 


Pour n = 0 П existe a, =0 tel que О, = 
agU, + (ag +1) 


, 2 DU, +2 
Supposons qu'il existe a, tel que U, _ Ga, * DU, * 2a, 
a Up in (a, T 1) 
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_ (2a n41 + DU, + 2а 1 


et montrons que U, = 
ач Чо We (a n+] + 1) 


3U +2 2а. +1)U, +2 
U,,; =——`—- ;En remplaçant U, par Ga, +t DU, * 2a, 
S иг: a, Up Tua -1) 


D 
(Ga, 43)U, 88, +2 [2(4a, +1)+1]0, + 2(4a, +1) 


оп trouve : U ,= - 
"" (4a, +DU,+4a, +2 (4а, 4 DU, 4 (4a, +1) +1 


> М (2а i+] + 1) U, X 2а n+ 
on pose ail -4а, Ss | ;d ou eu HEU UU 
дл 0 ta ай 


Conclusion : pour tout n € IN , il existe a, tel que 
— (2a, - DU, * 2a, 


avec a. .=4a. +1. 
n n+l n 
a, Uo (a, +1) 


Ona: a,=0 ;a =4a,+1=l;a,=4a +1=5. 


5) b, =a, d avec n є IN 


bu =a, NUR = a, m = 4b, 
3 3 3 


Donc (b, ) aen est une suite géométrique de raison 4-4 et de 


premier terme b, - ‚опа: b, -bjq' d'ou b, Їр” 


l 1 
а =b. ——=-—(4" -1 
n 11 3 30 ) 


2 n 2 n š 2 Е ел i 2 + 


P m 
Ia DU Led me 48 (x pv Je 
3 3 AL 4" 3Û 4^) A 


Bee 
U — 


3 4" 3 4" A7 
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2 
et comme lim —- =Q alors lim U, 2-322--:3--9 
nr +0 4" 1—>+00 1 1 
Use 
3 3 
d’où lim О, -2. 
g 3 + AU? 
U la suite définie sur IN раг U, =0et U,,, = 2 
6+U 


pour tout ne IN 


4U? +3 _ AU, 424-2443 4003 460-21 ,- 21 


1)а) —/  — = = 
64 PETS 6-172 U? +6 U? +6 


b) Montrons par гёсштепсе que pour tout ne IN ; 050, <1 
Pour n -0,U, =0 є [0,1 
Supposons que OU, «1 a-t-on 0S U,,, <1. 


sU <1>0<U} <1&6<U? +6<7 











E 
7 U?«6 6 2 U°+6 2 U? +6 
LM 4 — «| 

2 U; +6 


Фой0-0 «1 


Conclusion: Pour tout ne IN, 0<0, <1. 








3+402 Sie 

р) 3+4U, _ 6-U?  " 
6-0, NT 
64 U? 


| —-U; -2U; +3 
(U, A + U,)(6 - U;) 


n+ 
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_ -(U; DOT, +3) 
i ABT +U,)(6+U°) 
donc la suite U est strictement croissante. 


>0 car UŽ -1<0 d’après a) 


nel ` 
La suite U est croissante, majorée par 1 donc elle est convergente. 
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3+ 4U? 6+U° 330? 

2) a) IU. ule аы. n - 
6-0, 18544 аа A+U,,)(6+U;) 


ú 30-0,) 
[09 U,4X(64 U2) 





WE 


0x 
U «1со3431-0,)«6 33140) 
ва soa «I 


(1) 
= < 2 
7 U°+6 6 E e 





La suite (U) est strictement croissante donc pour 


42 


2 U, ER 


DA 1 2 


1-0 аг €»0€-——— —« 
4 2 Iss 24/3 


1 2 
< = € ———— (2) 
1+0. 24-42 


n+1>1—U 


1-1 








с»0 





d’après (1) et (2) ona: 0«1—-U,,, Е ХА) 
2442 
Dome quis 
7 ° 
DU а) 
2 2442 1 
0-1-0, < — (Кел) 
EES EI 


Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre à membre 
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2 n 2 u 
On trouve :0 <1- 0, < (1241) ye «1-0, «| ) 
J i TENA 


Ona: 


n 


je X 2 
E E 25-42 54 реет 
ESCH EH 











2 п 
4 | <U <t 
24:42 Donc la suite (U „ ) est convergente 
2. Y | et elleconverge уегѕ 1 
lim |1— = Jim 1-1 
П +ç Мз? п +00 
d’où lim U, =1. 
п +00 
1-0; 
n ES 5 > 0 
SE 
3 + 4U? 
AN > ЧА с ЖЕ 2811-0213 
al gaa dU "ere y 
64 U? 


TT | 3 . 
Donc (У, ) est une suite géométrique de raison q 73 et de premier 





terme ERN 
3 
1/3) 
b) V =V, а" =—| — 
) n 0 Ч "g 
1-0. 2 2 
Ona: У = y æV,G+U;)=I-U; 
3+ U“ 


€» UY (V, +1)=1-3V. 


Tu n 
Urs SH > 0 car V, AG ps 
1-У SLT 3 


n 
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U, = 
1-У 


n 





La suite (U,) est définie par О, =1 et Ор =? "os 
1) Montrons par récurrence que pour tout ne N ona: U, 21 
Pour n=1 ,0,-131 
Supposons que U, 21, montrons que О, 21 


n+l 


n n 77 


U.212U*^»1 comme 20 donc у? Leslie 


21: 


n+l 


U- r= >] U 


Conclusion: pour tout ne N опа: U, 21. 


1 


1 
2)U, 4 — U, e Ui e. 
cum +% +U, CRETA + +U, 


d’où la suite (U, ) est strictement croissante sur IN . 








SS 1 
Э) U... СО, See 
3 1 Uia FU; 
U + = U. 
2 
U, 21 | l 
Ona: -0,4-0,»319---тг---«с 
B d >] U, T Ud 
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dl 
pu n n MS ыш s 
U, +U, УДАА, 20M 
ite U U 1 
et par suite U,,, <U, B s 
1 
0<0 w1 -U, зэ. 
Ona: 2 donc lim (U,,,-U,) - 0 
lim 0=0et lim ~) 
П> +оо no JF 


4) Montrons par récurrence que pour tout n e IN "ona: U; = d D B | 


Pour n=1,U? = 11 тээн 
: 1 n : 1 n+l 
On suppose que О =2|1— 2) , топігопѕ que О =2|1— 2 
EE EIER ETE BB DE 
S 2 2n 2 20 


"i 11 m S Ls 1-2 Е SH 
E ] 
d où О hr | s 


Conclusion: Pour tout ne IN' опа: U? Au | 


U? = d =: =) | «2 alors[U, «542 


donc (U, ) est majorée par V2 et croissante donc elle converge. 
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ona: U? BE | comme (7, est positif 


alors U, — d zB | donc 
| | | | n | 1 n 
lim U, = lim d 43) | -4/2 саг lim a -0 


30 -9—6U —3 9 
NY; Оли - 3 = : Ы = 8 - 


2U 2U 


n n 


= ч à 
2U, 


n+! 


Montrons par récurrence que pour tout ne IN, U, >0. 
Pour n 0, U. 2120 
Supposons que О, > 0, montrons que U,,, > 0 


3 9 
Us шог сс U. >0 
20 


n 


Conclusion : Pour tout ne IN,U, >0 


donc 
2 





«0 et comme опа: U,,, eec -3) 
20 


n n 


donc U,,, -3etU, —3 sont de signe contraire. 


nai 


Montrons par récurrence que pour tout pe IN ona: U, 3X Uu: 


Pour p=0 ; U,-1 etU, 26donc ona: U, <3< U, 
Soit p € IN ,supposons que U,, <3< U,,,, et montrons que 
Орь S3< H aan 


Ona: U,,,-3 et U, —3 sont de signes contraires donc pour 


п=2р+1 ona: U5,,,—3 et О, —3 sont de signe contraire 
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Or О, —3>0 d’après l'hypothése de récurrence donc 


2р-1 
et par suite U5,,, x3. 


De méme pour n=2p+2 ona Оз —3 et U;, —3 sont de signe 


contraire ог О, —3<0 donc Haan -320. 


5 ` . LENS 
C'est-à-dire 3€U,,,, d'oàU,,,; <3<U;,,3. 


Conclusion : pour tout peN ona: U, 3SU,,,,. 

2) Si(U,) converge vers £ alors (U5,) converge vers / et (U5, "m 
converge vers £ ona: Us, <3< Uppy 

d’où /x3x£donc 0-3 

3) Опа U,, S3< Ü 


2р+] 

Si n est impair, О, 2U5,,, 23>2 donc 0,22 

Si n est pair, О, =U, montrons par récurrence que Ч, 22 pour 
* 

tout peIN . 


U 3 
2U, 2U, 


6 





Pour р-1 ,0,-5 


donc U, -2> 2 vrai 


Supposons que 0,, 22, montrons que U,,,, 22 


EE Kees P Us EE _ = U; t9 


0562 -2- 


2U 2р+1 20 2p+1 20 2p 
3U, «9 0 30 -9-18U5, 
—— — + == >= EE 
20: 21: 150,,-9 
2.30, +9 60,, +18 6U,, +18 
205. 21: 


Опа: О, 22 «2150, 230 «э150,,-9221»0 
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de même U,, >2< 6U,, 212 €» 6U,, +18230>0 
donc U,,,, - 220 etpar suite О, 22 

Conclusion: Pour tout peJN ,U 25 22. 


Опа: О, 2 2etU,, 22 pour tout p € N“ 


2р+1 


donc 0,22 pour tout ne N\ . 
3 п-2 
4) Montrons que pour tout п> 20n a: U, — 3| < p 


pour n=2,|U, BE 


3 0 
donc |U, ER -] vrai 


n-i 


n-2 
On suppose que lU, = 3 43| et montrons que IU, m 3 < B 

















3U, +9 —3U +9 - 
Dau -3- : ec 0. яа == ыр -3. 
2U, 2U, St, РАВ 
Опа: U, 22 sie оло cd um 
20 4 20, 4 


n-2 n-l 
cata degit А08 


n-l 
et par suite opm - 3 43| | 


n-2 
Conclusion : IU, -343 pour tout n22. 


-2 n n 
5 na |o, -3«(2] B et im 2 = 0 
4 4 n—+0| 4 
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donc lim (U, —3)=0 etpar suite lim О, =3 
n-4-0 11-90 


NY 1 
1) U. 2 —U? 02 ; VneN;U,>0; U, = 
2 2 4 


a) Montrons par récurrence que : Vn e IN, O«U, «1 
3 
Pour n=0 , Ú, = UNE 0«U, <1. 
Supposons que 0 « U, «1 et montrons que 00, «1 


Ona: 0«U, <1alors0 « U? «1 et par suite dE <= (1) 


de même 0 « 0, «1 donc EI <= (2) 

d’après (1) et (2) 0 «U,,, <1. 
Conclusion: Pour tout ne IN,O«U, «1 
b) U, -U, = U +20, -U, ==U, (U, —1) «0 donc (U. ) est 
décroissante. 


с) (О, ) est décroissante minorée par 0 donc elle est convergente, soit 4 


sa limite. 
£= lim U, 
11 +00 


Пн -f(U,) avec f(x) ==? ZI est continue sur IR 
U, e b,1[— m et Ze [0, 1] donc £ est solution de l'équation / = f(£) 


lp 24-02 olg? – 1) =0<1=0 ou 0-1 
2 2 2 


3 IR" 
Опа: О, = 4 et (U,) est décroissante donc pour tout n > 0 


onaU, <U 2 et par suite lim U эг donc lim U, -0 
n 0 4 n 4 n 


П +90 п A séi 
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Suites réelles Solutions 


7 Ї 1 7 


d) U... --0, -—U? 4—U, secs. . 
2 2 9 
- luz 0 EE Us 2 d'oü шит р 
2 9 x 2 1 9 


7 
U a-i < 8 Ui 
7 
U, Sz Uo 


Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre à 


7 n 
membre on trouve : U, < 8 : Ug 


0-0, SÉ «Us 
: donc lim U, =0 


donc on a: тү 
п +o 
lim 020 et lim B U, =0 


4 
2) U = 


4 ЛЭ? 
a) Pour п=0,0, ЕС >] vérifié. 
Supposons que U, >1, montrons que U,,, >1. 


Чы 71250; +0, -172(U, -000, +2)>0 


2 


n4] — 


donc U,,»1 


Conclusion : Pour tout n € IN, U, >1. 
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Suites réelles Solutions 


Dés iom -ly: pU a5 =й SC, 0. (U, -1) »0 
2 2 2 2 2 


Donc (U) est croissante . 
b) Montrons que (U, ) n'est pas majorée. 
On suppose que (U, ) est majorée équivaut à dire qu'il existe 


М ЄК tel que, Vn e IN,U, <M 


п 
Dans се сав (0, ) est convergente, soit £ sa limite d’après 


précédemment 0-0 ou /-1 d'autre part (Ú, ) est croissante donc 
4 
Vn 20 alors U, 2 U, — 


Donc lim U, эрэг 


impossible donc (U, ) est une suite croissante 


non majorée donc elle est divergente vers + оо. 


c) U s siy? +U, SC 
6 2 2 6 
Zu, [u, Ze 
2 


Donc U, >, ; Vn € IN 


ona: U, >20 


п-1 


Tous les termes sont positifs, en multipliant membre à membre on 


trouve : U, «(2 U, . Or lim B = +оо donc lim U, = oo 


n—+c 6 n—>+00 
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Suites réelles Solutions 


Ç U, 22etU,, =2+——,У n e IN 


l)Pournz0 ;U,-222 vérifié. 


E 


n+l 


Supposons que 0, 22, montrons que U 


Ona: О,224опс 5 et par suite 24-22 


n n 


400107... 22. 


nal — 


Conclusion : Pour tout IN, U, 22. 


2) o e 
X 


(х= E < 0 donc f est strictement décroissante sur IR * en particulier 
sur IR, 
3)a) V, =U,, , pour tout ne IN. 

Pour п=0; V, ZU, =2<3. Vérifié. 


Supposons que V, 53, montrons que У,,, <3. 


п-1 
Үсээ» 21.23, 


n 77 


or la suite (0, ) est définie par la relation U,,, =f(U, ). 


n+1 
et comme f est strictement décroissante sur IR ` 
alors f£(U,,) > £(3) 23 équivaut à dire que U,,,, 23 
alors COU un 5503) 

S Un S3 0, $3 

or О, nan = Van d'où Nau <3 


Conclusion : Pour tout ne IN, V, «3. 


b) Montrons par récurrence que У, > V, pour tout n e IN. 
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Solutions 


Suites réelles 


Pourn=0 ,У,-0, 525297 шог 
0, Us 2 
donc V, Е 
4 X 
V, = U, -2donc onabien V, 2 V,. 
>V,  ,montrons que V,,, Z Vasi 


Supposons que NA 
2 V. etcomme f est strictement décroissante alors 


Kë +1 
Ё(У as 


)Sf(V,) © f(U53,,5) S f(U,,) 
< U, <U, = f(U лз) > Са) 


< Ола 2 U n42 ог Usasa = U ;(n+2) = Vi etU;,,2 = Оза) = Vis 


d ou Vu 2 МУ лз y 


Conclusion : Pour tout n e IN, V,,, > V, et par suite (V,) est 














strictement croissante. 
4) a) (Шы -3|- nes = эк. Us 3 -3| [9s -3] -3| 
U, U, LU, | U, 
orU, 22 © шинэ, 
l. 2 
donc u.a Co, ai 


b) Montrons par récurrence que V ne IN , | U,-3 | « p 


0 
Pour n 20 |U, pis -1 vérifié. 


n 1 n+l 
Supposons que | Us c | < B , montrons que | U,,, 73 | < p 
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Solutions 


Suites reelles 


= 
л 


n+l 
Ona: Una 319210, -317- (2 ] p 
2 25 2 2 
1 n+l 
ёов|6,2-314( 1 
2 


Conclusion : | Ue | < D pour tout ne IN. 


1 n 
|U, -э|<[ donc lim (U, -3)=0 


LE гү d'où lim U, =3 
lim B -0 Lu 
n—>+00| 2 
lim V, = lim О, =3. 
1 n 
5) 5, =—» U, . 
П k=l 


:-(3) SU. 5ЫН 
2 2 


En faisant la somme membre à membre on obtient : 


1 2 n 
1 411 1 
өнө (1 Ji elt Е Ор E E E 
2 2 2 
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1 n 
| l: 
ЕЕЕ 
(7-0) 
n 1 k n 1 k 
c'est-à-dire > (2) <nS, < «(2 
К-1 2 kel 2 


137 

п "(11 ЫН 

Ўз met} 3| es 
к=] К-1 


AR 
ШӨ 


donc 3n - — Eus aac 
2 2 


1--- == 
2 2 


c m-1+ [2] «nS, «3n 1-(7] 
2 2 
< il ss, s341- (1) (1) 
2 n n\2 
нь 3-1440) J” (2) 
n—>+00 n n 2 
GERD je: (3) 
п —-roo n n 2 


d’après (1); (2) et(3) lim S, =3. 








0-4 
0) 4.51) 317 
24 2 -3 -1-— 
e U U —U, +3 
а) daa = e e „>, 
D e na xe XU, +1) 


Suites réelles Solutions 


WERE | | | 
donc (q, ) est une suite géométrique de raison — 3 et de premier terme 


= e et de terme général а. = - d [- d = [- ] 3 
do 3 8 Ч: 3 3 3 : 


U -3 
b) q, = : < 4, (U, +] = U, -3 e U, (q, э 64, = 





U. +l 
d'où U, 2732-2 - +? 
9, =l Leg: 


et par suite U, = 


n+l 
car lim - ] -0 
n-—>+00 3 
Vi р(х)  t (U, ) la suite définie par U, =1 et 
1+х+х 
U,, -g(U,) pour tout n e IN. 


NN RET M 
1) а)  (х)-х-2-5-5-05-П205 SD : Ух є[0,+о | 
1 +х+х Е 
donc р(х) €x pour tout хє[0,+ o |. 
x^ ex" | 
g(x) =x S gx) -x20«»—— (0. 
1+х+х 


e-x'ü-x)20ex-0oux--1 à rejeter 
Фой8, -10| 

b) Montrons par récurrence que U, >0 ,Vn e IN 
Pour nz 0 ; О, =1 > 0, vérifié. 
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я - Si Ae A аё». ren done PEE 2 =Z RES аа EE? ` LEE wg d Caes 
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Suites réelles Solutions 


Supposons que U, 20, montrons que U,,, 20. 


n — п+1 


U 
U, 20=>1+U, +U; 202 ——— 2>0 
irU RU: 


d'oùU,,, 20. 


n+l 


Conclusion : Pour tout О, > 0 donc d’après 1) a) 
g(U,) €U, e 0, SU, donc (U,) est décroissante. 
(О) est décroissante, minorée par 0 donc (U,) est convergente 


vers 0. 


lim О, sf, 


n—0o 
g(U,) 2U,,, avec g est continue sur R, . 
U. ER, etpar suite {eR, 


Donc £ est solution de l'équation £=g(£) d’où £ =0 d’après 1) a) 











1 1 
1 x H n 
n ipe. n +n+1 n°+n+ 
n n n? 
E 24M n Е 1  n^-«n-n'-n-1. -] E 
Pn п+1 n?+n+1 1-1 (nesD(n? «n1 (n+1l)(n°+n+1) 
. Ї 1 
Donc : Vn e IN ,g —|< ; 
n, 1-1 
2 1- x^ . 
sur (0, 1| (1-- x - x^) ona: р(х) = — — ——. 20 donc g est croissante 
(1— x x^) 


sur 0, 1] ; 


b) Vérifions l'inégalité pour n =1 


U,=1 <i donc vraie. 
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Suites réelles Solutions 


| : 1 
Supposons que pour tout neIN ona: О, <— 
n 





Montrons que U, < | 
| п-1 


Ona п>] donc EE d'oü le[oi] 
n n 


Comme (U) est décroissante et Uy «1 donc U, , «1 


Or U, , 20 d’où О, , [0,1]. 


n-l — 
Ї 


- g est croissante sur [0,1] EE UNDE [0,1] et 0,5 
n 


5 |= 


Donc ap, Aed E 
n 





Or dk et g(U, j,)2U, d’où U а 
n; 1-1 


n — 








n+l 
Conclusion : Vn e N* , Ua gl 
n 
U SU seu 
ee UA Баала: 
ДОРЕ ВЫ ek El E D 
2 
U. (0 - U,) 
U -U а 0 
1 1 e Уры ыш LIEU, 
p+l 0, Us Usa Us 
1+U, +U; 
On sait que О, 20 ou encore U, +121 
| 1 
par suite -— >], 
p+l U, 





d'aprés (b) U Vs ! alors бо 
р+1 








р-1 
2 1 1 
par conséquent ——— <— +1 
pi U, p+l 
: Ї 1 1 
Conclusion : VpeIN; 1< -— <— +] 
EY Le p+1 
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Suites réelles Solutions 





1 1 11 
Je Ss 
U, Ug, 1 
фес ыы sa ss 
Us Ú, 2 
ee 
15 “ЭРЭЭ: ESI 
U n 


n n-i 
On additionne membre à membre et on simplifie on obtient : 


dde co cupa t 


U. U, 2. n 


n 


Comme U, =1 on conclut дие: 


] 1 1 1 
-п1<-———1<п+1+—+— + +— 
2 3 n 


d) Vérifions l’inégalité pour р= 6 ona 46 <= vraie 
Supposons que l'inégalité est vraie pour n26. 


-] 
Ou encore Jp < SC ; Montronsque 4/р+1 < 


2 
Il suffit de montrer que p +1 < E. 


4 


D [G 


2 2 
р 4р-4-р 
41)-2--5------- 
Dem Л 
: : 2 (P-D? 
L'hypothése de récurrence donne que p^ < — 
p^ -2p4l 


ou encore p < p° < 7 


p <(p° -2р+0:5 donc 4р<р? – 2р +1 


4pt4-p^ (р -2p*1) 4 4- p? 
Е 4 
2 
4р-4-р <12р+5 
4 4 
Car p26 soit —р<-6 ouencore —2р+5<—7<0. 
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par suite 


ou encore 0 


Suites réelles Solutions 


2 
On conclut alors que (p + 1) — E « 0 ou encore Jp +1 e 


Conclusion: VpelN , p26 ona |р 2" 


m р-1-р 
ЭРэРЭЭЛГЭЛ2 


Pour р26 on sait que Jp <= et prise. 
tige 
ша soit 4/р+1 IEN 
ù ME 
EE 
38-4722 
Re Аре 
n 
On additionne membre à — 
On obtient : n +1 -462— d E E 
ont 
6 7 n 
1 1 1 1] 
C ons уб et 1+—+—+—+—. 
omparon V6 RER 
46 22,44 etie ll. 122528 
2 3 4 5 
d'oü de m EP 
2 3 4 5 
; l 1 1 1 1 
Conclusion : 41-121--4-4-4-45400-Р- 
2 3 4 5 n 


e) On satt que otis s E 
U 2 


n n 


: 1 1 
EE ecce enele nel 
n 


n 
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Suites réelles Solutions 








1 1 
ou encore SQ n 
п +1 'ол+1+/п+1 
n n n 
> nU 2 ———————— et lim — =] 
n+l ^o n+l+yn+1 41 
n n 
et lim ———————- = lim ———— —————— =l donc lim nU, =i 
n239 n 1] c An +1 n—>+00 | 1 1 1 | П > +00 
n l+—+ .1— piu 
n n 


N 3 1 11 25 
1) а = О, +1 = —– , 0 = Ü) + —=— ,U,=— 
а) U; | 2 цайж 3 6 12 


1 1 
b) ОРЕ В ЕТЕ пт Le 


n 
Zu фо, 235 
k-2 k-2 
n 1 
О0,-0,-3-ог0,Ё-14000,5-72-- 
ш 2 
1 l 1 +1] 1 
2)a)k>1;k<x<k+1 © — <—<— d'où —< [ — dx <— 
К-1 x k 1 Х К 


m T [ dx s 


n-1 n-1 


alors RD —dx 22 


te [= asu,- 
A n 


D'où U, — 1 < Logn < U, - 2 
n 
1 
-U, + PoTN < -Log n < -U, +1 
n 
] 
—<U,-Logn<l 
n 


0 < Заа Фой0 < V, < 1. 
n 


Vi нь У, KS U... Is Log (n*l) = Ui + Log n 
= Una -U, +[Log П — Log n(n+1)] 
1 1+1 1 +1] 1 
= —— — dx < 0 Car — dx>—— d’après 2) a 
n+] Le I Х n+] Р } a) 
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Suites réelles Solutions 


D'où (Va) est décroissante et comme elle est minorée par 0 d’où (Vn) est 
convergente vers à. | 

b) On a Va = Un— Logn © U, = V, + Log n. 

lim U, = lim V,+Logn=+ce.Car lim М = де lim Log n = +. 


n +00 П-у +0 T — +c п +c 


1) Voir figure 


E. d 14:22 
2) U, est la somme des aires des rectangles des cotés — et 1 + — situés au 








2] 
dessus de б donc | — dx < Ú, 
X 


V, est la somme des aires des rectangles 
situés au dessous de à 


2 2, 
donc | 1 ко, d'où V, < | Ї ахар 
Х Х 


2 
3) a) [= 4х =1ов? 


b) U; = 0,7457 et V; = 0,6456 
Uo m 0,71878 et Vig лэ 0,59245 


2 
On sait que Vn , V, < | ы dx <U donc V, <Log 2< U, 
X 


Vio <Log2<U, et V; <Log2<U, 
0,59245 < Log 2 € 0,71878 et 0,6456 < Log 2x 0,7457 


2 
N limf(x)=+ oo (facile) et lim f(x) lim ЕЗ -0 
х-»0 Xo х —> +00 Jx 


2In x - (ln x)° 
2 


2) Р(х) = du signe de In x (2 — In x), d’où le tableau : 
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Suites réelles Solutions 


u(x)=in x u'(x) m 
4) a) x 


vO v(x)=- Е 
X X 





soit I; = 1 - — (environ 0,594). 
e 








u(x) = (а х)“ и'(х) =(р+1) x x (Тах)? 
X 
b) 
1 1 
EES v(x)--— 
X 
d’où L,,- EJ (p p E: dx, 
l 
259 
c'est-à-dire I,,, =- 2 +(р+1)1,. 
2 
с) 1, «e 2-2 = 0,64, et I E 6-27 = 0,857 ; 
I RES „16 = 1,264. 


у= f л| | dx = af (nx (nx) = zl, donc V = vn x z3,970u. v. 


ND a) р est dérivable sur [0, 2 | et o (t) = 2-1 7 


d’où @ est strictement croissante sur | 0, 2 | 
d’où 0xtx2 alors Ф(0) € Ф(0 5002) 


3 7 
donc — < o(x)x— 
S (x) : 


Ї 
b) En multipliant les trois membre de l'inégalité par e" et en intégrant entre 


t t 
| 0,2 | on obtient 21) e"dt« [ gerds [ eat 
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Suites réelles Solutions 


t t? 2 
2 € — = 
Or |, бае =ne!" -n 


0 


ОР 7 | = 
par suite 2n шар ue d 


n—+ 2 h—0 


2 
c) lim dt dE -1) avec h- 2 
n 





h->0 


2 h ` 
Ra ala Tl a S S E 
n—>+0 À h—0 2 h 2 2 


2) а) tel0,2] ‚ опа: ose 
n 


п ` X _ 
Eie Sl n pas Lg 
h 0 X 





t 22 b o 


Ї 


b) V :є10,2 | ona: 1<е" cen 


кә 


t 2 
or Ф(0) » 0 d'ou o(t) < o(t)e" < g(t)e" 
2 
En intégrant de 0 à 2 on obtient: I< U, <e':I 
2 2 
c) Hm Де" =. etlsU. етт 
Alors limU, =1= [ar [AT TE à 
+оо H 4+2 š 1-2 
2 1 2 
I= | 2----01-11-1о8 1-2 
|, (42 | 5 | 
= 4 – Log4 + Log2 = 4 — Log2 


М L= f, (1— x)e*dx 


U(x)-1-x U'(x)-2-1 
Posons , Alors 
V'(x)=e У(х)-е" 


I, hn viel - f, -edx 2n] -e-2 
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Suites réelles 


Solutions 
2) a) L. = md — f (1 - xy"! e* dx 
- 2 n+] ! E B n 
Posons шээж x) alors шоке sse) 
V'(x)=e" MX) BE 


(n DIL, =e 0-9 «0040 02" e'dx 


(n DIL, 2-1 (n4 DI, 
ol Д. I, 
(n +1)! 


nel ` 


у= 1,1—1, qui n’est autre que l'égalité précédente appliquée avec 


MAN 


Donc 14 Y. a 248. ~I) 162, pa 


кш K 
=1+ (I, 4-1, “Байр ER E GE + I, Toad) 
-1-1,-1, or І -e-]1 
d'oü 14) =e] 


k=! 


n * 


3) Pour tout x e[0,1] ; 0x(1-x)" <1 et 0xe* ze 
DoncOx(l-x)'e* xe 
En intégrant entre О et 1 on obtient : 
Ї 
051 (1— x)*e" < | edx 
0xnH, < [е. х 
O<n!I xe 
е 


0<1 «— 
п! 


Bt lim = 0 donc limI, =0 comme 1+5 =e -1, 
n: k=1 


Alors lim Ур ç=lime-I, -e 


П +00 +00 
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Proposent pour chacune des notions 
fondamentales du programme: 


» Des rappels de cours 

» Des exercices progressifs et classés par 
thémes couvrant la totalité du programme 

> Tous les corrigés des exercices et des 


Саа)! JS Asie) À> Хаа Ас gamall oia 
eg а Аша 


Онч алал] 35S маз 414551 анин < 
2-31 4) JS eo уз! а dalsiies 4з улл гуз ХА < 
Аа ead сул abil S5 А>. ja ААА 2,3! уа уэзуз < 


Miss Sia Уаш аә ә аі У) < 


problémes détaillés et commentés. 


Cycle de l'enseignement de base 


qual дад 


E + Auto see < | 


Cycle de l'enseignement secondaire 


15“ Année 


> Algèbre 

> Géométrie 

> Devoirs de contrôle 
et de synthèse 


2°"° Année 


@ Section Sciences et technologie 
de l'informatique 
» Analyse 
» Géométrie 
» Devoirs de contróle 
et de synthése 
9 Section Economie et Services 
» Résumé de cours 
* Exercices corrigés 
* Devoirs de contróle 
et de synthése 


см! Аай 


Anal ALSI Ja улуу + Ал g pu < 


3"" Année 


@ Section Mathématiques 
» Analyse 
» Géométrie et probabilités 
© Section sciences expérimentales 
» Analyse et géométrie 
9 Section techniques 
» Analyse et géométrie 
€ Section Sciences de l'informatique 
» Analyse et géométrie 
9 Section Economie et Gestion 
» Résumé de cours 
* Exercices corrigés 
* Devoirs de contróle 
et de synthése 


Www. Kounouz-EFditton Com 


c o» asi äl ә 


PUT 


ЦУУ ҮҮ ja 39 CEET 


cS dach д3» > 


BAC 


© Section Mathématiques 

» Analyse 

» Géométrie et probabilités 

» Bac blanc 
€ Section sciences expérimentales 

» Analyse 

» Géométrie et probabilités 
9 Section techniques 

» Analyse 

» Géométrie et probabilités 
€ Section sciences de l'informatique 

» Analyse 

» Géométrie et probabilités 
9 Section Economie et Gestion 

» Résumé de cours 

et exercices corrigés 
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